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Od téhož spisovatele vyšly jazykem bulharským: 


Праволинейна Тригонометрия за rop- 
HUT классове на реалнитб и гимназиални училища. 
Пловдивь 1888. Издание и нечать на Хр. Г, Дановъ. 


Стереометрия за торнитБ классове на реалнит5 
и гимназиални училища. 


Логаритмически таблици ors професора 
Дра. Студничка, 


Аналитическа Геометрия за горнит riac- 
сове на реалнитБ УЧИЛИШа. 


Методическо изяенение на красно- 
писанието. За училищата изобще. 


1. Часть пьрва: Малка българска и латинска 
азбука. 
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Часть втора: [orma българска и латинска 
азбука. 

Руководетво къмъ пьрвата чаеть на: 
„Методическото изяснение на краено- 
пиеанието.“ 


Všechny uvedené spisy byly vynesením  ,Riditelstva národního 


vyučování“ schváleny pro střední školy Bulharské. 
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NAUKA 


O CTYRSTENU. 


- SEPSAL 


ANTONIN V. SOUREK, 


T. Č. PROFESSOR PŘI VYŠŠÍM REALNEM GYMNASII V PLOVDIVĚ VE VÝCHODNÍ RUMELII. 


ČÁSŤ PRVNÍ: 
O OBSAHU ČTYRSTĚNU. 


S JEDNOU TABULKOU LIT. 


- iný e 


V PRAZE. 
NAKLADATEL ЕК. A. URBANEK, KNIHKUPEC 


pro literaturu paed. i hudební a pomůcky učebné. 
1886. 
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VELECTENEMU 


UCITELI A DOBRODINCI SVEMU 


TOMASI DRUBKOVI, 


PROFESSORU PŘI VYŠŠÍCH REALNICH ŠKOLÁCH V PÍSKU, 


VĚNUJE 


NA DŮKAZ SVÉ STÁLÉ VDĚČNOSTI 


SPISOVATEL. 
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PREDMLUVA. 


Toto dílko měla by vlastně předcházeti čásť, kte- 
raz by o vlastnostech tetracdru a úkonech rohů vůbec 
pojednávala, ku promětným vlastnostem svazků a čtyr- 
stěnu zvláště přihlížela a ukázala, jak jich lze při ně- 


kterých plochách užiti. 


Ač ku této části od několika roků sbírám material, 
přec nebylo mi lze připraviti ji k tisku, jelikož, vzdálen 
jsa vlasti, postrádám o tomto předmětu bohatých dat, 
uložených v různých mathematických časopisech. Svým 
časem, až poměry budou mi snad příznivějšími, pokusil 


bych se o vydání této druhé části. 


Vydávaje svůj spisek, měl jsem na zřeteli seznámiti 
mladší naše mathematiky s tělesem, jehož důležitost ne- 


potřebuji zvláště dokazovati, jakož i pobídnouti jich ku 
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zkoumání na pohled i nepatrných předmětů, jak mne před 
lety k týmž pozorováním přiměl prof. Dr. G. Blažek, 


čímž tuto mu vzdávám své povinné díky. 


Dosáhnu-li účelu svrchu dotčeného, bude в dostatek 
odměněna tato první práce má jazykem mateřským se- 


psaná. 


V Plovdivě ve Vých. Rumelii r. 1884. 


A. V. Šourek. 
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Úvod. 


Cim planimetrii trojúhelník, tim stereometrii — čtyr- 
stěn. Ctyrsténem nazýváme čásť prostoru výhradně čtyřmi ro- 
vinami omezeného. Části rovin, jimiž čtyrstěn ohraničen jest, 
slují stěny a poněvadž jsou čtyři, odtud pochodí i jméno 
jeho — čtyrstěn. 

Stěny tohoto tělesa jsou trojúhelníky, průsečnice těchto 
omezujících ploch jsou hranami a koncové body hran — vr- 
choly jeho. 

Čtyrstěn, nejjednodušší to mnohostěn, je základem všech 
ostatních, poněvadž lze každý mnohostěn rozděliti ve čtyrstěny 
a platí tudíž proň tytéž věty, jako pro polyedry vůbec. Lze 
ukázati, že čtyrstěn mimo své čtyry stěny, z nichž lze každou 
za základnu považovati, má též čtyři vrcholy a šest hran. Hrany 
uzavírají dvakrát šest hranových úhlů, jichž součet činí osm 
pravých. Úhlů stranových, kteréž jsou odchylkami dvou stěn 
a leží v rovinách kolmo ku hranám položeným, jest šest, kte- 
rýchž součet větší jest než čtyři, menší však než šest pravých. 

V každém čtyrstěnu lze vyhledati výšky, t. j. kolmice spu- 
štěné s vrcholů na protilehlé stěny, které jsou čtyři. Dále lze 
do čtyrstěnu osm koulí vepsati a jednu témuž tělesu obepsati; 
konečně pak lze v některém čtyrstěnu takovou kouli vyhledati, 
kteráž by se dotýkala veškerých jeho hran. Vidíme tedy, že 
útvar tento lze mnohými částkami určiti, není však nutno všech 
užiti při určování tohoto tělesa. 


Čtyrstěn, vynikající svou jednoduchostí, byl, podobně jako 
trojúhelník, juž v dobách nejstarších znám a slavní staří mathe- 


Ant. Šourek, О tetraedru. 1 
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matikové zmiňují se nejednou o tomto omezeném prostoru. Jakým 
způsobem lze určiti obsah a výšku čtyrstěnu, známo bylo juž 
starým Egypfanům. V zachovaném a v britském museu uloženém 
spise: „Papyrus“, „jenž principie veličin“ obsahuje, nalezáme 
dosti úloh obsah pyramidy řešících. Škoda však, že v zacho- 
vaném tomto zbytku někdejší slávy egyptské není naznačen 
způsob, jakým se vyhledávání obsahu jehlance konalo, nýbrž, 
jak 5. Birch vypravuje, veškeré výpočty prostě čísly udány jsou. 

Obrovské jehlany blíže vesnice Gizeh byly nejednou před- 
mětem studií mladých mathematiků alexandrinských. Známo, že 
v staroslavné škole města Alexandrie dostalo se prvního vzdělání 
učencům, jakými byli: v století VII. př. K. Thales, v VI. Oino- 
pides a Pythagoras, v V. Demokrit a ve IV. Plato; sku- 
tečně pak i tito se zaměstnávali výpočtem jehlance, jak o tom 
se zmiňuje Hieronymus Rhodský a sám Plutarch, tvrdíce, že 
slavný Milefťan Thales určoval výšku pyramidy z jejího stínu. 
Plutarch kromě toho udává, že Bias a, dle Psellusa, i slavný 
A rchimedes úkolem tímto se obírali. 

Známý Pythagoras ze Sama konstruoval prý pravi- 
delné polyedry a původce našich mathematických učebnic, Eu- 
klid, rozeznával pravidelný a nepravidelný čtyrstěn. Tak čteme 
v knize XI., v poznámce 26., o pravidelném a v knize XIII. o ne- 
pravidelném čtyrstěnu. Rozdíl obou, jak známo, závisí na ne- 
stejné délce hran: pravidelný má všechny hrany rovně dlouhé 
a nepravidelný — nerovné délky. 

Byliť sice i později slavní mathematikové, ale žádný, pokud 
nám známo, neměl zření ku čtyrstěnu zvláště. Mnohá a mnohá 
století minula, aniž by byl kdo pojednával o dotčeném tělese. 

Až konečně v XV. století uvádí frater Lucas de Burgo 
Sancti Sepulchri ve své „Arithmetica et Geometria“ 
příklad, jak Ize stanoviti výšku nepravidelného jehlance. 

Lucas Patiolus zmiňuje se v díle svém: „Divina 
proportione Opera“ o čtyrstěnu a rozeznává: plochý, plný 
a prázdný. Prazdnym nazval pouze kostru tetraedru, totiž jeho 
šest hran. Kromě toho činí zmínku o tom, jak možno vyhledati 
obsah trojstěnného jehlance a mluví o kouli, kterou lze ve čtyr- 
stěn vepsati. 
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V XVI století vůbec, kdy nejvíce překládány a vykládány 
byly spisy Euklidovy, hleděno bylo k tomu, aby ony pravdy, 
v dílech slavného učence uložené, probrány a prozkoumány byly 
a nelze tudíž diviti se tomu, že není možno všechny ony muže 
jmenovati, kteří více nebo méně o předmětě našem pracovali. 
Podotknouti však dlužno, že po celou tu dobu od Euklida až 
ku konci XVI., ano i XVII. století, žádného samostatného po- 
jednání o čtyrstěnu nebylo. 

Ač století XVII. mnohými učenými mathematiky honositi 
se může, nemá přece mužů, kteří by byli učinili předmětem 
svých studií tetraedr. Tomu nelze se diviti, neboť nalezení loga- 
rithmů, vyhledávání poměrů mezi obvodem a průměrem kruhu, 
řešení rovnic, praktická geometrie i astronomie, zaměstknávaly pro- 
blemy svými slavné muže, jako: Ludolfa, Napiera, Bryggsa, 
Viacga, Huygenia, Fermata, De Billy-a, Harriota, 
Girarda, Kepplera a vice jiných; z těchto pouze Girard 
hovoří poněkud o rozdělení čtyrstěnu. 

Šťastnějším bylo století XVIII. V době této proslavil se 
hlavně Lagrange, jenž v pojednání svém: „Solutions ana- 
lytigues de quelques problemes sur les Pyramides 
triangulaires“, v memoirech královské akademie r. 1773. 
a v Berlíně r. 1775. uveřejněném, pěkným a důmyslným způ- 
sobem čtyrstěn koordinatami jeho čtyř vrcholů ustanovil. Vyna- 
бей se zvláštní lehkostí vzorce pro povrch a obsah čtyrstěnu, 
vypočítal poloměr vepsané i opsané koule a určil polohu středů 
těchto koulí, jakož i těžiště čtyrstěnu. 

Slavný učenec Euler ve svých dílech v Petrohradě sepsa- 
ných vzpomenul i mimochodem tetraedru. — Roku 1786. vydal 
v Paříži abbé de Gua spis nazvaný: „Propositions neuves 
et non moins utiles que curieuses sur le Tetraedre 
ou Essai de Tetraëdrométrie“, v němž vyhledává nej- 
kratší vzdálenost dvou hran počtem differencialným. 

Brzo potom, roku 1806., uveřejnil věhlasný státník a ma- 
thematik L. N. M. Carnot pojednání: „Mémoire sur la re- 
lation, gui existe entre les distances respectives 
de cing points pris arbitrairement dans Геѕрасе“, 
kteréž Schumacherem přeloženo do němčiny a jako dodatek k jeho 


ДЫ 
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překladu: „Géométrie de position“ v Altoně r. 1810. uve- 
řejněno bylo. Ve svrchu dotčeném spisku stanovil Carnot vzorce 
pro obsah, výšku, poloměry všech koulí, jakož i pro polohu tě- 
žiště a vyjádřil je délkami šesti hran, čímž nemalých zásluh 
o toto těleso si získal. Dále naznačil způsob, jakým možno vy- 
hledati obsah ze dvou protilehlých hran, z jejich nejkratší vzdá- 
lenosti a z úhlu, jejž tyto hrany uzavírají. 

Roku 1827. vydal v Norimberce Dr. Karel Vilém 
Feuerbach, známý svým kruhem devíti bodů, spis s nápisem: 
„Grundriss zu analytischen Untersuchungen der 
dreieckigen Pyramide.“ Jest to, jak Junghann tvrdí, vý- 
ňatek z většího, v rukopise ukončeného díla, opírajícího se o větu 
r. 1825. Feuerbachem v Okenově „Isis“ uveřejněnou a vyjadřu- 
jící: „známa-li jest vzdálenost jednoho z pěti libovolných bodů od 
jakékoliv roviny a násobíme-li tuto vzdálenost obsahem jehlance, 
kterýž tvoří ostatní čtyři bodové, jest pak algebraický součet 
těchto pěti součinů roveň nulle.“ 

Téhož roku 1827. vyšla kniha „Das geradlinige Drei- 
eck und die dreiseitige Pyramide nach allen Ana- 
logien dargestellt“ od Schulze von Stražnický, kte- 
raZ spracována dle Lagrange-a užívá vyšší mathematiky. 

Crelle byl také z těch, kteří o čtyrstěnu pracovali. Ři- 
ditel v Gothé, J. H. F. Müller, pojednává pak o 44 určovacích 
částech, jejich trigonometrických relacích, které až dosud málo 
zpracovníků byly nalezly, v brožuře: ,Betrachtungen über 
das Tetraeder mit seinen Berůhrungskugeln“, kteráž 
obsahuje 34 stránek. Mnohé krásné věty o čtyrstěnu lze se 
dočísti též v knize Jacobi-ho: „Elemente der Geometrie 
von wan Swinden.“ 

Největších zásluh o čtyrstěn získal si Dr. Gustav Jung- 
hann, jenž upotřebiv Standtova sinu rožného a Brettschnei- 
дегет *) poprve zavedeného názvu „modul vrcholový“ znamenitě 
vzorce čtyrstěnu zjednodušil a vlastnosti tetraedru vylíčil. Spiso- 
vatel tento uložil veškeré tyto poučky v knize nazvané: „Te- 
traedrometrie“ a ve dvou dílech roku 1862. a 1863. v Gothě 


*) Crellův: Journal XIII. pag. 85. 
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u E. F. Thienemanna vydané. Spisu právě zmíněného nejvíce 
bylo užito při sepisování spisku tohoto. 

Literatura česká nemůže se sice vykázati podobnými pra- 
cemi, jako literatury sousedních národů, nicméně ani v této nejsme 
bez pracovníků. Z těch vzpomínáme hlavně: univ. prof. Dra. F. J. 
Studničky: „Úvod do analytické geometrie“ a prof. 
vysokých škol technických Dra. G. Blažka, jenž uveřejnil v Časo- 
pise českých mathematiků ročníku ІП. pag. 272.: „dva vzorce 
obsah čtyrstěnu vyjadřující“, kteréž jednoduchostí a uži- 
tím determinantů vynikají a daleko předčí nad ony vzorce, jimiž 
tutéž úlohu Grunert, Crelle, Klein a j. řešili. 

Literatura německá i francouzská velkou řadou pojednání, 
k témuž předmětu hledících, se vyznamenává. Téměř každý ma- 
thematický časopis obsahuje jeden neb více článků o čtyrstěnu 
jednajících. Tak na příklad první číslo známého Grunertova: 
„Archiv der Mathematik und Physik“ uvádí studii pro- 
fessora C. A. Bretschneidera v Gothě: 

„Beitráge zur Untersuchung der dreiseitigen Pyramide.“ 

Tamtéž čteme: 

ve svazku XVI. pag. 125. od Dra. Baltzera: „Ueber den 
Zusammenhang einiger das Tetraeder betreffenden Aufgaben“; dále 

ve svazku XVIII. pag. 239. od Dra. Grunerta: „Leichte 
Bestimmung des Inhaltes der dreiseitigen Pyramide“; pak 

ve svazku XXIII. pag. 284. od téhož: „Aphoristische Be- 
merkungen über die dreiseitige Pyramide“ ; 

ve svazku XIV. pag. 162. od Hesela: ,Геһег Bestim- 
mung des Inhaltes der dreiseitigen Pyramide“ ; 

ve svazku III. pag. 213. od Hoppe: „Eine Formel fir 
die dreiseitige Pyramide“ ; 

ve svazku X. pag. 198. od Luchterhandta: „Ueber 
einige Relationen zwischen zweien Tetraeder“ ; 

ve svazku XIX. pag. 121. od Maura: ,Entfernungsérter 
des Tetraeders“ ; 

ve svazku XXXVI. pag. 356. od Grunerta: „Merkwůr- 
diger Ausdruck fůr die dreiseitige Pyramide“ ; 

ve svazku ХХХІ. pag. 41. od Heisa: „Sätze брег das 
irreguláre Tetraeder“ ; 
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ve svazku XL. pag. 447. od Junghanna: „Eigenschaften 
der Tetraeder“ ; 

ve svazku XXXIV. od téhož: „Beiträge zur Tetraedrometrie“ ; 

ve svazku XXVIII. pag. 97. od Unferdingera: „Ueber 
die dreiseitige Pyramide“ ; 

ve svazku XLV. pag. 121. od Gretschela: „Einige geo- 
metrische Satze, welche sich auf Dreiecksflachen und Tetraeder- 
volumen beziehen“ ; 

ve svazku LIII. pag. 317. od Grunerta: „Flācheninhalt 
des Dreiecks etc.“; 

ve svazku XLV. pag. 121, od téhož: „Analytischer Beweis 
eines bekannten Satzes vom Inhalte des Tetraeders“ ; 

ve svazku LI. pag. 354. od Unferdingera: „Theorie 
des Tetraeders“ ; 

ve svazku LVII. od Dostara: „Le Triedre et le tetraèdre.“ 

Pojednání tuto jmenovaných, jakož i svrchu uvedených, po- 
užito bylo u větší neb menší míře při spisování tohoto spisku; 
kromě toho nahlédnuto bylo i v Crellův: „Journal der Ma- 
thematik“ a všímáno si bylo studií: 

Crellovy: „Bemerkungen über Inhalt der Pyramide“, 
sv. 6., sešit 4., str. 414.; dále 

Schulzovy: „Allgemeine Berechnung der fünf regulären 
Kórper“, sv. 28., str. 108. a 

Dra. Staudta: „Ueber die Inhalte der Polyeder und Po- 
lygone“, sv. 24. 

Mimo uvedené prameny nalezli jsme pomůcky v knihách 
Dra. F. Studničky, ve spise: „Die Elemente der analytischen 
Geometrie des Raumes“ od Salmona-Fiedlera, v A. М. Le- 
gendrea: „Elemente der Geometrie“, přeložené od Crellea, 
dále v pěkné stati Dra. Dostara: „Le tétraedre“, uveřejněné 
у jeho: „Éléments de la théorie des Déterminants“ (1877) a ko- 
nečně v „Geometrie der Stellung“ od Carnota v překladu Schu- 
macherově. Historických dat čerpáno ze spisů: Kástner: „Ge- 
schichte der Mathematik“, Montucla: „Hist. des Mathém.“, 
Dr. Herm. Hankel: „Zur Geschichte der Mathematik“, jakož 
Moritz Cantor: „Vorlesungen úber Geschichte der Mathematik.“ 


сее < 


www.rcin.org.pl 


Cast prvni 


Věty pomocné. 
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§ 1. Oznaéeni étyrsténu. 


Celá naše rozprava soustřediti se bude kol tělesa jediného 
a proto jest velmi důležito, abychom jednou pro vždy volili pa- 
třičné znaky a symboly. 

Čtyrstěn, který pozorovati chceme, budiž ABCD vobr. l; 
v němž bodové A, B, C, D jsou jeho vrcholy. Stěny, těleso 
omezující, jsou trojúhelníky: ABC, BCD, ADC a ADB, 
jež jmenujeme A, ^i, As а Az. Trojúhelníky tyto jsou ome- 
zeny stranami, kteréž označíme písmeny: а, 0, c, d, е, f, z nichž 
а, b, е jsou stranami základny АВС а hrany ve vrcholu D se 
sbíhající buďtež d, e, f. 

Úhly hranové při vrcholu D jmenujeme ag, bo, %, na rozdíl 
od hran za index nullu přivěšujíce; dále hranové úhly při A 
buďtež: а, 5, а, ony při B nechť jsou: а,, bz, ex, konečně 
pri ©: a, фу, бу. 

Úhly stranové, úhlům hranovým protilehlé, nazývejme 

рїї vyeholü Dierk a. aa. (215 4 


» n A ы л С k ” š . 6, Т Via 
е A DO- касуе, 
2 юш © клау Уу, 


dle toho jsou о), [8,, у, úhly, jež uzavírají stěny A,, A2 а As 
se základnou A. 

Každému z řečených trojúhelníků lze vepsati a opsati kruh. 

Poloměry kruhů stěnám A, A1, A+ а A; opsané buďtež 
@ 01, 02 а 03. Я 

Dále písmeny R, r u о” označujtež poloměr Коше čtyr- 
stěnu opsané, vepsané a hran jeho se dotýkající. 

Výšky, které lze s vrcholů ku stěnám protilehlým spustiti, 
nechť slovou: v, 4, 0, A т. 
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Tím prozatím označíme náš čtyrstěn a budeme-li potřebovati 
jiného pojmenování, položíme je na svém místě. 


$ 2. O rozdělení čtyrstěnu. 


Jak svrchu řečeno bylo, rozeznával již Euklid dva čtyr- 
stěny: pravidelný a nepravidelný. Onen omezen jest 
čtyřmi rovnostrannými trojúhelníky, omezující pak plochy tohoto 
jsou nerovnostrannými trojúhelníky. V pravidelném čtyrstěnu jsou: 
a=b=c=d=e=f, kdežto v nepravidelném jsou jmenované 
hrany nerovně dlouhy. Jestli však tři hrany v témže vrcholu se 
sbíhající rovnou délku mají, pravíme, že čtyrstěn takový jest — 
přímý. 

Někteří němečtí spisovatelé užívají ještě jiných jmen. Tak 
na př. čteme ve spisu: „Elemente der Geometrie von wan Swin- 
den“, Jakobim vydaném, slova: „kolmohranný“ (rechtkantig) 
a „rovnohranný“ (gleichkantig). Rozumějíť kolmohrannym 
onen tetraeder, v němž úhel dvou protilehlých hran 90° činí 
a rovnohranným čtyrstěnem pak jmenují onen, jehož proti- 
lehlé hrany sobě jsou rovny. Čtyrstěn v obrazci 1. byl by na př. 
rovnohranným, kdyby a=d, b=e a c=f. 

Grunert v rozpravách ve svém časopise roztroušených 
užívá názvu pravoúhlý pro onen čtyrstěn, v němž úhly hra- 
nové, týž vrchol tvořící, vesměs pravé jsou; tak muselo by býti 
ao = бу = су, aby V, jak chceme krátce obsah i čtyrstěn sám 
nazývati, byl pravoúhlým *). 

Majíce zření ku hranám, rozeznáváme: pravidelný, nepra- 
videlný, přímý a rovnohranný čtyrstěn. 

Podle hranových neb protilehlými hranami uzavřených úhlů, 
rozeznáváme opět: pravoúhlý a kolmohranný tetraeder. 

Všechny tyto zde uvedené čtyrstěny lze odvoditi, jak již 
řečeno bylo, z nepravidelného tetraedru a proto bude úkolem 
řešiti tento. Prve nežli ku tomuto bůde nám lze přistoupiti, 
jest zapotřebí ještě předeslati: 


*) Jiné rozdělení, jak v úvodu podotknuto, pochází od Lucas Pa- 
tiolusa. 
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§ 3. Sinus rožný a sinus polárního rohu. 


Pozorujíce vrchol D vobr. 1., opišme kouli poloměrem jedna 
se středem v D. Tím vznikne sferický trojúhelník L MN, o němž 
platí ve sferické trigonometrii odvozený základní vzorec, totiž: 

COS а, = COS by COS Co + sin by sin co cosa*), . . . (1) 
z kteréžto rovnice, jsou-li ostatní veličiny známy, lze vyhledati 
COS а, — COS by COS с, 


cos « = : : 
sin by sin co 


a poněvadž sina = М1 — costa = М1 — cosa V 1 + cosa, 
můžeme též рай buď 


( 2 
б COS Ay — COS by cas с 
sin = V: = Ue бе. о COS Co) 


sin? by Sîn? c, 


ee ==: = Tau r rT 2 
_ V stn* b, sin? с, — (cos qo — соз by COS су) 
5% sin by sin Co 


sin by sin су 


nebo sin a sin by sin e, = 


= V 1 — cos? ao - cos* b, — cos e, + 2 cosa, соз б, соз су; . . (2) 
anebo, jestliže píšeme 


= (1 1 COS da — COS by cos СЛ ТІ + COS а, — COS б, by COS Cy ) 
sin by sin с, sin b, sin су 


P, V sin by sin Co + cos а, — сов by COS су 
r sin b, sin с, 


První činitel veličiny pod kořenem je roven 
соз а, - COS (by + су), 
druhý pak se rovná výrazu 
cos (5, - су) — eos а,; 


*) Viz Dra. Studničky: Základové sferické trigonometrie, pag. 8. 
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poněvadž ale: 


cos а, — cos (б, © ĉo) = Sin Stet sin ааа a 
соз (by — Co) — соз a, = 2 sin = i бо sin 20 es, 


bude зма = 
2 | gine а о мо Pot Ugg tte 


sin by sin с, 
čili sin æ sin by sin e, = 


sin 


2 аа, S C n 


Položíme-li a, + 0, + ĉo = 25, bude: 
— dy) + by + © = 2 (s — ay) 
а, — bg + e = 2 (s — b) a 
o + by — e, = 2 (s — co), obdržíme pro týž součin 
sina sinh, sinc, =2 V sins sin(s—a,)sin(s—b,)sin(s—e,) (4) 
Poněvadž cyklickou záměnou písmen lze ze vzorce (1) odvoditi 
соз by = сов а, COS Cy + зіп а, Sin e, eos B, 
COS Cy = соз Ay COS b, + sin а, sin by cos y 
a podobně jako nahoře, lze ukázati, že ы! 
SinBsina,sin e, = šiny sin azsin by = 
= V 1— cosas — cos "b, — сов%е +2 соз асов, 008 Co 
následovně je součin 
sin а sin by sin Co = sin B sin а, sin cy = sin у sin ay sin bo (5) 


veličina stálá, kterouž Staudt pro velikou analogii ве sinem 
rovinného trojúhelníka nazval sinem rohu, a poněvadž za vr- 
chol volil střed koule, jenž písmenem O znamenal, zavedl symbol: 


sin [0] = sin [D] = 
= М1 — cos? a, —cos* b, — соз? су + 2 соз а, COS 8, COS с, 


Junghann ve své „Tetraedrometrie“ pag. 2. užívá 
písmene P pro tutéž veličinu a píše 
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= 


sin в sin by sin cy = sin В sin а, Sîn e, = sin y sin ba sin ay 
— BY 
tak Ze жаа ves мі ы” ӨС У (6) 


Mimo uvedené tu vzorce můžeme sinu rožnému též jiný tvar 
dáti. Za tím účelem pozorujme v obr. (1.) výšku 44), kterouž 
proložme rovinu kolmou ku hraně е a povstalý průsečík Jr 
spojme s vrcholem A. Z trojúhelníka A A, F vysvítá: 

AA, = AFsim B, ale АЕ = d sin с, což plyne z trojúhelníka 
D FA; následovně 

A A, = й зіп В sin сь; z trojúhelníka A DA, jest ale zřejmo, 
е AA SEC Ay) 


následovně sin (а, A) = sinB sine, 
a rovněž sin dy sin (d, A1) = sin az sinc, sin В 
a také sin bo sim (e, As) = sin y sin az sin by 


a podobně sine sin (f, A3) = sina sin b, sinc, 

odkud 

sin a, sin (d, A, )=sin by sin (е, A+) =sin с, sin (f, A3)=2P, (7) 

což pro každý vrchol platí, ale s patřičnými záměnami. 
Konečně můžeme vzorec (4.) zavedením známého sferického 

excessu*) е 180 — s, ve tvar 


V sin e sin (а, + е) sin (by + е) sin (с, -+ е)  přeměniti. . . (8) 


Sestavíme-li konečně veškeré takto odvozené vzorce ve pře- 
hledný celek, obdržíme pro sinus rohu D: 


PS ‚ү — 608% а, — cos* b, — COS? с, + 2 cos a, COS b, cos с, 
= V sin 1 (a, + b, + ©) sin 3 (— а, + bo + с) X 
V sin 4 (a, — b, + co) sin (а, + b, — ©) 
2 Sin © sin b, sin e, = $ sin B sina, sin e, = 1 sin y sina, sind, 


= y sina sin (d, A,) = 4 sind, sin (е, Ay) = 1 sine, sin (f, Aa) 


*) Viz téhož pag. 51, 
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Podobným způsobem mohli bychom stanoviti siny rohů pro 
ostatní vrcholy. 

Jak ale ve sferické trigonometrii ukázáno, patří ku každému 
sferickému trojúhelníku jiný zvláštní trojúhelník, jehož vrcholy 
jsou poly stran původního, jenž jmenuje se polární*) a jehož 
úhly doplňují se s úhly druhého na 180°. Podobně i v případu 
našem patří ku L MN jiný trojúhelník, jehož strany buďtež ve- 
ličiny a“ by“ co“ a úhly а В у‘; pro tento nový trojúhelník platí 
opět vzorec (1.) totiž: 

COS а, = cos by’ cos су! + зіп b,’ sin су! cos a! ; 
ale poněvadž а,!- 180 — о, Б, = 180 — 3, с‘ = 180 – у 
а «' = 180° — а, najdeme, že 


cos © = — сох В соз у + зіп В sin у соға)... . (9) 
а cyklickou zaménou pismen 
cos В = — cos а cos y + sina sin у сов by 
а сов у = — cosa cos B + sin а sin B cos су. 


Místo cosa, můžeme však vyvinouti sinus, píšice: 
sina, = V I — соза, = V (1 — cos ay) (1 + cos а,) 


V- (cos z + cos В cos y) V 


sin? B sin? у 


ә 2” i= tA 
==! cos cos? B— cos? у — 2 cos с cos B сов y, 


anebo cf 
sin a, sin B sin у = V 1— cos? a — cos? В — cos? у — 2 cos z cos В созу 
қ cosa + сов В cosy 4 1 cosa + cosp cosy 
eho též = = ——---,- 
қор анар үс sin B sin у (1+ ~ sin В sin y d 
= V (sinB siny — cos В cosy — cos а) (sin B siny + cos соя y+ os а) 
sin B sin y 


první součinitel = — [cose + cos (B + y)h 
druhy pak = cos « + cos (B — 7) 
a protoze 


cos « + соз (В — y) = 2 cos 4 (а + B — y) cos 4 (z — B + у) 
а cos(B + y) + cos «= 2 cos 4 (« + B + z) cos 1 (B + y — a) 


*) Tého pag. 12. 
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tudiz sina, = 


2 ү- = «ФУ, РВ? ogi Бі? кр? 


~ sin Bp siny 


2 
neboli sin ay sin В sin у = 


= V- oo EREE ogg “ЖЕЗ? еВ? hor 
2 2 2 2 
Jestli však a+B+y=2a, 
-а+В+у = 2 (0 – а), 
podobné «—-+ у= 2(о— В) 
а Копебпё a+B—y=2(o-—y) tudíž 


sin a, sin В sin у = 2 V — cos о cos (6 — а) cos (G — B) cos (G — у). 
Podobným způsobem jako svrchu obdržíme: 
N=iV 1 — соз? а — cos? В — cos? у — 2 cos a cos B cosy (10) 


- ү- cost tË? oog еі : + Усов=— EE? th = (11) 


= V — cos о cos (6 — a) cos (6 — B)cos(o—y) . . . . . (12) 

= į sina sin P sin cy = i sine sinysinb,=1sinBsinysina, (13) 

= }sinasin(d, A,)=4 sin В sin (е, У.) = пазі (|, A) (14) 
Součin зіп с sin В sin © = sin « sin y sin b, = sin В sin y sin a, 

= V1—cos*« — соз" В — созу — 2cosacosBcosy =2I (15) 
jest opět veličina stálá hledě k vrcholu D a Junghann jmenuje 
polu součin tento sinus polárního rohu*) a označuje jej 
písmenem IL 

Obě veličiny Р i Л jsou při pozorování našem důležity 

a s nimi častěji se setkáme. 


§ 4. Modul vrcholový a čtyrstěnný. 


Dělíme-li vzorec 15. součinem sina sin ß siny, obdržíme: 
sind, _ sinb, _ Sinco 21 ЭД 
sina ~ sinB — siny sinasin siny" ©) 

tento pomér nazyva se modulem sferickym nebo modulem vr- 


*) Viz: Dr. G. Junghann, Tetraedrometrie pag. 2. 
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cholovym a oznatuje se dle svého vynálezce prof. Bretschnei- 
dera*) pismenem M. Dle toho jest 
_ sina, _ sinh, _ sine, 
зіне" зір” siny 
modulem vrcholu D. 


Podobným způsobem mohli bychom stanoviti moduly vrcholů 
A, B, C, jež chceme М, М, М, jmenovati. Byl by modul 
sing, _ sinb, _ sine, | 


pro vrchol Z S s E =< маб T 


_ sin a, _ sinh, _ sin с, 


b фе a == = ——= == - 
рео próis м, sing, зір sny (17) 
a konečně pro С. ..М,= — Sin = а 

sina, зіп В, siny 
Z rovnic 16. však následuje, že 
M sin a sin B siny = 211 čili 
piv enka Bein y 21: tý LY, 


M 


Rovněž můžeme obdržeti, dělíme-li vzorec (6) součinem 
sin a, sin by sin ey, 
sing  sinB _ siny _ 2P = Ap 
sina, sinb, sinc, sina, sind, sinc, M 
odkud: 


зіва, гіп by вінс-2МР..... . (19) 
Dělením rovnice 18. s 19. dospějem ku 
„sin a sinB sing _ П. 

stn a, sin by sinc, — M: P' ` 

poněvadž však sina, = Міл с, sind, = MsinB, sine, = Msiny, 


А, >) 


tudíž sin а, sin by sin с, = M" sin a sin В sin у 
nabude rovnice (20.) tvaru 
_sinasinBsiny — T 
M’ sina sin B siny ~ M* P 
P 
T RO AT 21 
a z toho А М П (21) 


*) Viz: Crelle, Journal XIII. pag. 25, 
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Pomocí rovnice této můžeme součin 


А : a п 2П: 
sin « sin В sin y = -И = > 
2 р . (22) 


a sina, sind, sine, = 2 МР т 
vyjádřiti. 


Mimo tento modul sferický, jenž Junghann jinou cestou vy- 
hledal, upotřebuje týž ještě tak zvaný modul tetraedrový, ana- 
logický s Bretschneiderovym modulem trojúhelníkovým, 

Mysleme si základně АВС (obr, 2.) obepsaný kruh, jehož 
střed budiž bod 0. Spojime-li O s B a prodloužíme-li tuto 
přímku do G, vznikne pravoúhelný trojúhelník BCG, v němž 
BC= BGsina,, jelikož 3: BG C = a, poněvadž jsou to úhly 
na témže oblouku, nebo 


а= 2 0 sin a 
rovněž A S СМ CD m od e a (23) 
а podobné е = 20 sin сұ 


z kterýchž rovnic je zřejmo, že 
20= = sp Z= 
Sima, sinh, sine 
jest veličina pro A A BC stálá, kteráž se nazývá modul troj- 
úhelníkový, 

O modul tento se opíraje, zavedl Junghann jiný modul*), 
nazvaný čtyrstěnný (tetraedrový),**) jenž označuje pismenou д 
a jím vyjadřuje stálý poměr průměru kruhu stěnám 
čtyrstěnu obepsaných ak těmto přináležejících mo- 
dulů vrcholových, t. j. 

-20 20) 20, 20; 
Ет ы ME = M _ М, ee СГ, ЕС (24) 

Správnost tohoto výrazu lze snadno dovoditi. Víme totiž, 
že v A ABC strana 


*) Slovem „modul“ vůbec jmenujeme sestavení určitých veličin (u te- 
traedru: určovacích částí), která nemění svou cenu, zaměníme-li je 
jinými jim rovnými veličinami. 

++) Viz: Dr. G. Junghann, Tetraedrometrie II. pag. 46. 


Ant Š ourek, © tetraedru, 


to 
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a=2esina,, 


z ABCD jde а= 2 о, sin ay, 
nasledovné 20 sina, = 20, sina, 
а jelikož ZA=M a Shem, 
SUN a Stn o 
jest 20M, sia z = 20, M sim a 
Ы 20 = 2 0, 
tudíž И T 


což Ize dokazati i o druhých dvou, čímž nahoře uvedená věta 
jest odůvodněna. 


Z rovnice 24. jest jasno, že 


_20 _ SiN Ay _ 2esina 
"= ano M= aie a! bude w= ila,” 
a jelikoz ze 23. jde, Ze 
а 
20 ааг 
5 a sin & 
jest ЕЕ бна, зіна `` ked: 21/20) 
ale zavedeme-li moduly, obdrzíme 
p Ç 
"= WM, sine 
Rovněž po témž způsobu lze ukázati, že 
_20 
= M 
ěvadž 20= В 
а ponéva ae 5 
me а eee м Ж? 
J E= M sin by sinp ММ, sin ß’ 
odobné i = 5 
P “= ИМ, siny 


Provedeme-li totéž při hranách d, e, f, užívajíce při tom 
rovnic (17.). můžeme konečně psáti: 
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— ip 
> а 5 b | = ү. 
“= ИМ, sinc © MM,sinB МА, siny 


~ d = e >. f 
~ М, М, sin «, М, М, sin B, М, M, іну 


‚ (26) 


Odvodivše nejdůležitější věty, jichž při dalších svých po- 
zorováních potřebovati budeme, přistoupíme nyní ku vlastnímu 
úkolu svému. 


— 
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Cast druhá. 


O obsahu čtyrstěnu. 


MX 
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65. Věta základní. 


První a hlavní věta, na kteréž veškerá svá pojednání sta- 
víme, jest bez odporu již Euklidovi známá poučka, jež zní: 

Krychlový obsah čtyrstěnu rovná se třetině 
součinu z jeho základny a výšky, čili 

V= po, 
značí-li p základnu neboli podstavu a v výšku. Větu tuto lze 
mnohým způsobem dokázati: 

ТЕ шат) 

Nejprve ukážeme, že každý čtyrstěn je roven třetině hra- 
nolu téže výšky a základny. Proto pozorujme v obr. 3. čtyrstěnný 
jehlanec ABCD, jejž doplůme známým způsobem v trojboký 
hranol, vedouce totiž vrcholem A rovinu rovnoběžnou se zá- 
kladnou, protnouce tuto rovinou položenou hranou BD rovno- 
běžně ku AC а doplníce stěny A DC a ABC. Dále proložme 
vrcholem A a úhlopříčnou rovnoběžníku BD ETF t.j. DF ro- 
vinu AD F. Tím rozdělíme hranol na tři jehlance ABCD, 
ABDF a ADEF. Oba jehlancové ABCD а ADEF mají 
tutéž výšku a tuže základnu BCD = AEF a jsou tudíž, dle 
známé stereometrické poučky, sobě rovny, t. j. 

A BCP AUD IRIE О) 
Rovněž jehlancové ADEF а ADBF mají, jako první dva, 
týž základ BD F = DFE a rovnou výšku a proto jest: 
ADE Fes A DBE С s (0) 
Z rovnic (о) a (6) plyne 
ABCD = ABDE= ADEE= V. 


ж) Viz: V. Jandečky: „Geometria pro vyšší gymnasia“ IT. pag. 71. 
nebo A. B. Шоурекъ: „Стереометрия“ pag. 69. 
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Jest tedy hranol AE F BCD, jenž zkrátka JI označovati 
chceme, roven třem jehlancům У, t. j. 

H= 3V nebdi V=} H. 

Ale poněvadž stereometrie učí, že krychlový obsah hranolu 
se obdrží, násobíme-li podstavu výškou 

Н = pv, proto jest V = 1 ро. 

2. Důkaz.*) 

Abychom dokázali svrchu uvedenou větu, pozorujme přímý 
trojboký hranol (obr. 4.), stranu základny jmenujme a a její výška 
budiž л, hrany AF= BE= CD = +, tím jest FED © ACD 
a má tudíž A FED týž obsah a výšku jako A ABC. 

Body В, D, F proložme rovinu FD B, kteráž hranol ve 
dva jehlance rozděluje. Povstane totiž jehlanec DE FB se zá- 
kladnou EFD a јеШапес ACD F B s podstavou ACD F. 

Krychlový obsah jehlance rovná se jakémusi dílu obsahu 
hranolu. Nazýváme-li tento díl т, jest obsah jehlance roven x 
násobenému obsahu hranolu. Dle toho bude obsah jehlance: 

DEFB=u.AEFD.EB=x.bah.v, 
a druhého jehlance 
АСРЕВ = х.АЕР”РС. Ва = х.ао.ћ. 


Obsah celého hranolu H = 1ah.v, následovně 
таћ.о = žahv.z+ ah. z 


čili = +а=1 

a hledany dil C= 

а protož V— z.po = 1 ро, jakož bylo dokazati. 
8. Důkaz. 


Učebné knihy naše**) uvádějí jiný důkaz věty v čele tohoto 
odstavce postavené. Důkaz tento v mnohém podobá se přede- 
šlému, ale má tu vlastnosť, že nevychází od hranolu, a lehce 
obr. 5. dá se vysvětliti. 


ж) Důkaz ten, myslím, že pochází od Littrowa. 
жж) Nebo spisovatelovo: „Crepeomerpna“ pag. 70. 
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4. Důkaz. 

Zajímavý jest též následující důkaz, jejž lze čísti v Hof- 
manna-Nataniho: „Mathematisches Wor terbuch“: Buďtež 
p základna a v výška daného čtyrstěnu (obr. 6.). Tuto výšku 
rozdělíme v libovolný počet stejných dílů, na př. v » od vrcholu 
D počínaje. Dělícími body vedeme roviny rovnoběžné se zá- 
kladnou a tím rozdělíme čtyrstěn na » dílů. 


: 2 p ; . M~] m x 
Pozorujme takový řez u vzdálenosti 0 ПЕ Rezy 
+ 


ty buďtež A abc a Aa,b,c,. Tehdy můžeme tvrditi, že těleso 
abea,b,c, se mezi dvěma hranoly nalezá, jež sestrojíme, po- 
važujeme-li totiž абс za základnu hranolu komolému jehlanci 
obepsaného a абс za podkladnu hranolu vepsaného jehlanci ko- 
molému. Z podobnosti jehlanců abcD a ABCD plyne: 


A ABC: A abe =: L. 1) 
čili ф «арс = L: (= 
následovně aoe on 


Rovněž i z podobnosti řezu u vzdálenosti > vedeného 


a základny vysvítá, 


2 m? 
že ла а = typ 
т — 1 1 
Rozdíl výšek DO, a DO t.j. 00, = A _ ig SO ae 


Bude pak obsah hranolu vnitřního 


= 2 = ° 
мез ы М £ do ы DE 9 


n? `n n 
a obsah vnějšího hranolu 
m? 
H= pv =E 


Mezi oběma leží úsek našeho jehlance, jehož obsah jme- 
пијете jn. Jak z obrazu zřejmo, jest: 
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W Ер. (m — 1)° 
na > Jm > pe ктт 


pv 


Zasadime-li za ж čísla naší číslořady, obdržíme pro jednot- 
livé úseky tyto nerovnosti: 


1 4 
рр > > — pv 
ï п> J nae 
2% i 1 
U — z> — nt 
1 па Бе nit 
3? Ó э% 
pu 13 >Ja > -zPY 
i n? 4 т — 1)? 
a konečně ро > jn we 1) 
п? : n 


Setteme-li tyto vyrazy, najdeme: 


1+2°+3°+.. ы ГГ. . „ 14+2*+4+35%+.. —1)* 
Lae ar EO poj bate hi аах Ұ =, 
jelikož j) +j thy tee + jn = J. 
I bude 
92 2 2 оз 1)! 
BARA Lahn иШ „м @ > J > os nát Жаны алу АУЫ, (1) 


п? п? 
Poněvadž ale víme, že 


128.7 14+2+43*+..4 (n i) 


n" js n 1 
následovně 
1+ 2% 4 3:46 .. kn? 14+2%+3%+..+(n—1)* 
N Рефрен = bh, (2) 
3 u 


Pozorujeme-li rovnici 1. a 2., spatřujeme, že veličiny J 
a іро mezi těmitéž mezemi se pohybují a poněvadž n neko- 
nečně malým voleno býti může, musí J =! pv jakož bylo do- 
kázati. 

5. Důkaz. 

Týž vzorec obdržíme cestou nejjednodušší pomocí počtu 
integrálního. 
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Jako dříve vedeme u vzdálenosti z od vrcholu D řez rovno- 
běžný ku základně. Z podobnosti A ABC a Aabe (obr. 6.) 
dá se odvoditi věta, o níž stereometrie jedná a kterouž vyjadřuje 
slovy: „ploské obsahy řezů základně podobných jsou 
ve čtverečném poměru jich vzdáleností od vrcholů.“ 
Dle věty té jest: 


Aabe: A АВО = 2°: 0° 


čili BV z: 9 
: КЫ Л 
neboli df= ype 


Hranol s nekoneéné malou vySkou bude miti obsah 
df.da= азайт. 


Počet integralni nás učí, že sečítáním veškerých takových hra- 
nůlků od 0 až ku v obdržíme obsah jehlance žádaného, což 
naznačujeme : 


еу. + : 8 
я = 0 z=0 
éili дез)” Аш ы a em © a 5 (20) 


§ 6. Rozdělení úkolu. 


Takto odvodili jsme základní vzorec čtyrstěnu vůbec; další 
řešení bude záležeti v tom, že za veličiny v základní rovnici při- 
cházející zavedeme jiné hodnoty, které pomocí planimetrie, ste- 
reometrie, trigonometrie a analytické geometrie vyhledati můžeme. 
Ve vzorci 27. přicházejí veličiny dvě, totiž základna a výška; 
proto rozpadne se úkol náš na tři oddíly a to: 

1. na vyhledávání základny, 

2. na vypočítávání výšky i 

3. na stanovení obsahu. 

Promluvíme nyní o těchto oddílech. 
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67. Vypočítávání základny. 


Základna jest rovinným trojúhelníkem, jehož obsah ustano- 
viti lze mnohými způsoby. 

Planimetrie vyjadřuje obsah jeho buď stranami nebo 
výškami, buď poloměrem vepsaného neb opsaného kruhu a p. 

Vycházejíce od věty: „čtverec ležící v trojúhelníku naproti 
úhlu ostrému rovná se součtu čtverců ostatních dvou stran ode- 
jmoue dvojnásobný obdélník, sestrojený z jedné těchto stran 
a průmětu druhé strany na tuto,“ odvoditi můžeme planime- 
trickou poučku obsah trojúhelníku vyjadřující. Lehkým způsobem 
ukázati lze, promítneme-li stranu а na stranu с orthogonálně, 
že v A ABC (obr. 7.) výška CM t. j. 


hy =. Ve be 4 b? + с? — а?) (2 Бе — bt — е? + а?) 


= E үзе» + 2 а% с 4 2 0% с — at— 04 — ct 
а tudíž hac =ł V: a? b? + 2 а е? 4 2 03 с at —– bt — сі 
čili = ато ate | 20% etat bte . . (28) 


a rozvedením veličin pod odmocnitkem, dospějeme ku 
A = $V Cath+e) (—a+b+e) (a—b+0) (a+b—e)*) (29) 
neboli A= Vs(s—a)(s—b (s — e), 
jestlize s=t(a+b+ec) 
5-алі(-а--%--с) atd. 
Použijeme-li rovnice 
_ ah, bh, сі 


= Pah” Арым ЖУ 
o a. 
z které = Мі ha 54 


*) Vzorec tento pochází od Tartalea; byl však prý již v osmém sto- 
letí Heronu mladšímu znám. 
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můžeme snadno vyjádřiti rovnici (29.) výškami trojúhelníka 
ABC, totiž 
A= z 
pakliže iN 
N= (hy h, + hy h, + h, hg) (h, h, + h, h, — h, ha) 
(hy hy — hy h, + h, ha) (— h, h, + h, h, + hy hs) 
а jestliže hy, hg, hy jsou výškami A ABC. 
Označíme-li s ¢,, &, tf, příčky trojúhelníka, bude 
л = }\/ e Heth) h Hiat) Hata) att) (29) 
což lehko dokazati lze, 


Nazveme-li poloměr jmenovanému trojúhelníku obepsa- 
ného kruhu písmenem о, jest, dle známé věty, 


. . (29) 


abe 
A= база © 0 6% 100) 
Pro poloměr + vepsaného kruhu máme 
Stratit. o . . . . (30) 


b) Ale i trigonometricky müšeme obsah trojúhelníka 
vyjádřiti. Známa je rovnice 
_ absine, асвіпб, _ besin a 
Жа а = 3 7 PAC), 
Plochu trojúhelníka A BC můžeme vypočítati také z polo- 
měrů 9, > a úhlů а, bz, сз. Víme totiž, že 


а= 20sina,, b=2osinb,, c=20sincz 
následovně abc = 803 sin a, sin б, sin су, 
kterýžto součin, do rovnice 30. dosazen, dává 
о? sina, зіп by sin e, 
40 
podobně A = r° colg 3 a, cotg 4 b, cotg 4 сз. 


АВ 


= lọ sina sin b, sine, (33) 


Další vzorec pro obsah A А ВС obdržeti můžeme promí- 
táním stěn A,, Az, As nasténu A. Dejme tomu, že by D, 
(v obr, 1.) byl průmět orthogonální bodu D na rovině ABC, 
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jenž spojen s vrcholy, rozděluje plochu A BC ve tři trojúhel- 
níky АР, В, AD,C а BD,C, z nichž 


BD,C= A сова, AD,C= 2.00, a AD В = A; cosy, 
tak Ze A= A, cosa + A, cos В, + A; cosy,. .. . (34) 


Opirajice se o modul vrcholový, můžeme také stěny čtyr- 
stěnu, z nichž každou za základnu lze míti, i tímto zavedením 
kratčeji psáti. 


Na str. 19. ve vzorci 26. vyjádřili jsme modul tetraedrový, 
z něhož naopak opět strany а, 0, c, d, е, f vyhledati lze. Tak 


jest a=u MM sine, b= u MM, sing a c= u MM, siny 
tedy abc=u* МЗ М, М, M, sine sin B siny, 


ponévadz ale podle rovnice 22. 


sin ee sin B siny = = 
= Г, 
š _abe_ p’ M: M, M, M, 21 
Jesh a= 40 1 40 | ay © 

3 г A 
nebo д PMM, M, M, TI 

20 
ba У 20 

a jelikož opět z 24. plyne, že w= Ww 
bude Zo АГИ MMII 2.2... 23 . . B) 
nebo, ano woe a M= M 

u u 
jest Жала ДЕНЕГ ыт С 7? £88} 


jenž konečně, zasadime-li M, = transfor- 


9 
20. w= 7% 
u u 


16 0 0, 00. П 
и? 
Součin абс, tudíž i trojúhelník A BC, lze vyjádřiti neto- 
liko, jak jsme viděli, funkcí П, nýbrž také veličinou P. Jest totiž 
abc=u*.MM, М, M, . M? sin a sin B sin у, 
I P 


p Š jelikož dle vzorce 21. M= n 


movatilze v A = jako vzorec 2. - -4 (37) 


ale sin а sin В sín у = 
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р. all? 
musi abc= и? M М, M, М, “ П? . б» 2 
čili abe=2u" MM, M M, P 
94 k ) 3 › 
následovně жаа PE 554 MM M, M, Р =! жан МР 
40 i 20 
Dále nám známo, že p= H . © následovně 
= 20 MM MMP , „= 
A =u, Y Ср a M, ЛГ, M; P. (37 ) 


poušijeme-li 
N= ы-і”, 6 2@ 
u m 


obdržíme A= ҚА Alea) 


9 
перо též, zasadíme-li za «= +. 


ide A 400.0: MP 


5 . . . (889 


e) Nejenom planimetrie a trigonometrie ale i analyticka 
geometrie vede nás k elegantním vzorcům obsah trojúhelníka 
vyjadřujícím. 

Mysleme si, že A, B, C dány jsou souřadnicemi a sice bod 


Le Ty 
у а (= 11 
ЕА 2; 


т 
ash B= 


2, 


předpokládajíce trojosou pravoúhelnou koordinatní soustavu. 

Abychom vyhledali ploský obsah trojúhelníka A BC, upo- 
třebíme věty, jež zní: „čtverec obsahu rovinné plochy rovná se 
součtu čtverců průmětů do tří na vzájem kolmých rovin.“ Jsou-li 
průměty trojúhelníka A veličiny 7, narovině XY, T, na YZ 
a T; na XZ, zní tato věta 


ZS = T, + T? + T;? $). 


*) Analogie Pythagorejské vëty, byla poprvé uverejnéna v letopisech aka- 
demie pařížské Tinseauem. (Мет, ргёзепіеѕ. Тот. IX.), později ji 
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Plocha trojúhelníka Т dá se též vyjádřiti souřadnicemi 
svých vrcholů. Pro ploský obsah tohoto trojúhelníka obdržíme, 
dle pravidel analytické geometrie rovinné, rovnici 


2, W. 1 
Т, = $| 2, Ye, 1|, jejíž odvození neprovádíme. *) 
Ts, Уз, l| 
Rovněž platí pro průmět 7,: 
у 21 1 
Т» = %4ғ,!| а podobně i pro 
Ys 231 
M 
T, = 1 zez,1| a dosazením těchto výrazů v rovnici hořejší: 
|23 2; 1 
satel и a 1|% 2, 4,1)? 
А = pigs ¿mal +i Ж 83 1 
|z у, 1 1 |9 2 1| |2, 4 1 
E у 11% wall“ |z 41 


neboli A=4 са Су RSD 


аз Ya 1| + |Ya 2 ШЕ Ty Zy l 
Ts Ys 1 |у * 1 Ty 2311 
kterýžto vzorec by se sice zjednodušiti dal, avšak necháme jej 
v této formě. 

Poznámka 1. 


Pro krátkost označuje Junghann konstantní veličinu Ж, kterouž 
můžeme ze vzorců 35, 36, 37 vyhledati, písmenem HQ a píše: 


m— A — po MM, M, М, — 4 00 М. М, = Zee “ | 
AAA A ШЕТІ 
Toto m= TE 1 a П, == TI, , | ( ) 
jsou-li TI, IL, Ma polární sinusy rohů A, B a С. 


Poznamka 2. 
Důležito je též znáti rovnici roviny procházející body A, В, С. Ana- 
lytická geometrie prostoru vyjadřuje rovinu vzorcem: 


užil a nově ji vyvinul de Gua ve svém pojednání „Essai de Te- 
traědrometrie“ v г. 1783. v mém. de Vacademie. 


*) Viz: pag. 41. Dr. K. Zahradníka: „Prvých počátků nauky o deter- 
minantech.“ 
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ar+by+ez+d=0, 
má-li však rovina tato procházeti bodem A, musi souřadnice téhož tuto 
rovnici opět na nullu přivésti, t. j. 
ax, -+by+ezr+d—0, 
rovněž totéž musi provésti souřadnice bodu Bi C a máme tudiž 
ат, -+ by, + en 4 1 = 0 
ary + Ьу» + ст; + a = 0. 

Neznámé а, б, e, 4 rovnice jsou homogenní a stači tedy k jejich vy- 
počítání. Jestliže ze všech čtyř rovnic eliminujeme а, b, с, d, obdržíme 
pro rovinu, procházející třemi body, rovnici: 

ув 1 
miM l ) 
кн] ГЕЗ O . (41) 
Ty Ya 23 1 
nebo, rozvedeme-li tento determinant 
æ [tA (z+ —2a) + W (za — 21) + у» (21 — z+)] + y [ži (z+ — zs) + 
zs (za — ху) + 25 (тү — 25)] -F z [аз (уз — Ya) + z+ (Ya — 1) + 
ту (Уу — W)| = 2, (Уз fa — Yo 22) + ©з (Yo 4 — Yı Fa) + 
+ Ta (W ča — W: fi). 

Z rovnice této můžeme snadno vyhledati čemu se veličiny a, d, c, d 

rovnají. Jest totiž 


(419 


а = h (z+ — s) + Yz (za — гу) + Ya (ĉi — #:) 
ДЕШ 
Уз 2.1 L dále 
Wačal| 
b = 21 (zy — z) +- z+ (zç — X1) + Fa (zy — 2) 
ELE 
= — |2,11 pak 
ғаға 1 
e = Ty (уз — Ya) + m; (уз — 1) + Ta (Ys — Ye) 
Till 
ууз 11, podobným způsobem ukázati možno, že 
Za Ya 1 
d — — [aY (Y2 ča — Wa 2) + z; (Уз či — th Za) -H Жа (W 2 — Ys 22)] 
Tı Yı tı 
т Wx 23 
To Yo ča |. 
O důležitosti poznámky této se přesvědčíme při stanovení obsahu 
čtyrstěnu. 


= 


Aut. Šourek. O tetraedru. 3 
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§ 8. Určování výšky. 


Probravše nejpotřebnější poučky o základu, přistoupíme nyní 
ku vyšetření velikosti výšky. Výškami ve čtyrstěnu, jak známo, 
jmenujeme kolmice spuštěné s vrcholů jeho na protilehlé stěny, 
kteréž jmenovati chceme v, vi, Vg, v3. Výšky tyto stanoviti 
můžeme mnohými způsoby. 

о) Jako dříve základnu stranami určiti jsme hleděli, bu- 
deme se snažiti, abychom po příkladu Crellově, i výšku te- 
traedru jeho šesti hranami a, б, с, d, e, f vyjádřili. 

Za tím účelem pozorujme omezený a často jmenovaný pro- 
stor náš v obr. 8. Veďme DD, kolmo na ABC а položme 
DD, =>, dále sestrome Р, F 1 AB avevrcholu C veďme 
rovnoběžku CE s DF. Povstalé úseky BF a ВЕ označme 
písmeny х а m а kladme D F=y а СЕ-п. 


Z trojúhelníku DD, B а Р, ВЕ obdržíme 
z E ada a A .. . (1) 
dále, obratime-li zření k AAD, F aku A АПШ, najdeme 
АР? +y?+v%=d*, jelikož AF=c—x, 


bude a+ yt v — 2ех-Ь с с dx, 
nebo e? — 2020 + e* = @%, 
& qd? + as 
z čehož opět рупе >= = PD) 


Konečně z trojúhelníku D D. C jde: 
DD"=DO -= р;0°, 


poněvadž DO =GG*+DG* ajelikož CG=n—y 
a D,G=x—m 

bude D, GC? = (п — у)? + (z — m)*, 

následovně = DD" =f? — (n —y)*— (z — т)? 

neboli (z — т)? + (n — у) + ®* = [% 

2% — 2 mz + m° ny — 2 пу + t° = f* 

čili её – 2 тх – 2ny+-m+-n*=f*. . (3). 
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V těchto rovnicích neznáme ani z, у, v, ani m a n a jest 
nám tyto veličiny určiti. 

Neznamou z stanovili jsme rovnicí 2). Odečtením rovnice 
1. ode 3. přejdeme ku: 


т" + ni — 2mr—2ny=[(*— е", 
jelikož z A BEC plyne, že 
т? +n? = а%, 


bude a?+e?—f*—2mex=2ny a dosazením za т hodnoty 
а + et — f*— (ез —d*+ectj)=2ny 


(a* + e* — f°) e — m (с? — 4% + е) | 7 


2en 


odkud 


. (4). 


Ze vzorce (1) Ше vysvítá, že 
тї = 0% — х? — у" 
a užitím 2. a 4. obdržíme 
e— e (tmd tHe) [(a*+-c* — f*) c — m(c* — d* + e5)]° 
uY гі pet астана ж F OSA ТЕСТЕН 
s 4c? 4сп? 
čili 
4ctn?v? = 46% etn? — п (с? — 4% + е) — (a* + et — р)? с? 
— m? (cè — d? + ¢*)*+ 2me(a*+e?—[*) (0 dtte?) 
neboli 
4c? n? = 4ctetnt— (п-т?) (0° — d*+-e")*— са? е ШЫ 
+ 2 me (a* + e*— f?) (e* — 4% + е?) 
= 4 сен? a? (e? — d: + es) * — с (a? е — Г) + 
+ 2mela" + et — f) (e* — 4% + e”). 

Abychom nyní ještě odstranili neznámé » a m, kteréž v této 
poslední rovnici se objevují, třeba jest, upamatovati se na větu 
v$ 7. zpočátku vyslovenou. Dle planimetrické této poučky jest: 

== b: 4 
bt—a*+ et— 2cm. ztoho m= I Гаа £ - 
poněvadž však т: + л? = а? а 
(až — b? + с?) 
4c? 


g* 


2 з 
z : 


= q" = 


п = а: — т?, bude u 
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Hodnoty tyto do hořejšího vzorce zasazeny převádějí nás ku 


24 сз зү 
_(@ te: А — a? (e? — d + е)? — 


ct (a? + et — үзу + (at + ct — b’) (ае) (e*— d: +e"). 
Víme však, že plocha trojúhelníka A BC 
OSbAB.CE=1a, 
následovně en=2A а tudíž 
16 2.02 = 4atetet — et (ape? 0) — a? (ct d? 4 e?)* 
—c%a*+e%—f*)*+(a?+ eb") (a?+e2—f*) (с? d: + е") (427 
neboli | ато Ala + et — Йў* аз (с — de) 


42 с? ф% = 4 (e fa 


— eat 0% — f°)? + (at + с2— 03) (аз 4e — үз) 
(c? — 4° + e°) 
4A 
Násobíme-li rovnici 42’. dvěma, najdeme 

32 301 = 8 асе" — 2e? (a? + et — b*)* — 2a? (c° — d* + е")? — 

9 2? (а? + е? — үзу + 9 (аз + е? — bz) (a`+ e*—f*) (e*— d*+ e”), 
kterýžto výraz pravé strany lze na souměrný determinant stupně 
třetího převésti, totiž: 


еш 


(42) 


2a*, а? 4 с? — 12, с — dt + е? 
a? + et — 03, 2 е? а? +e? — ү? 
с — 04е, ае? — fa, 2 е?, 


následovně jest 

2 a*, а? + с — 0%, ct — d* + c? 
а? + et — |, 2%, Bh: ba G . (43) 
с ~ а е, а + е – fi, 2 е3 

Rozvedeme-li v 42. naznačené mocniny a tvoříme-li oněch 
46 členů, kteréž násobením povstanou, a zjednodušíme-li výrazy 
ty, obdržíme 
atd et ДЫМЫ a*btd+a? d: f: 3 
+b с T сз fa pa d?e*+atetd?*4+c2d* f: + 
ҰЙЫМЫНА ЫТЫ с2а? е р Бар 

с3 43 e° 


44 


„з I 
A*u =% 


/ 


44) 
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Vzorcům 42. a 44. můžeme dáti jiný tvar, jenž je poněkud 
vkusnější činí. K tomu účelu sestavme veličiny pod kořenem se 
nalezající následovně : 

[(— atd + at hte? + а? ех) + (— atd* + Ь% 4з е% + c*d* f*)] 
+ [(a* b? d? — b'e? + ул f°) + (а? е? dž — ht et + с? f° е) | + 
[(a* d? ct + 03 et et — et f°) + (a? 4% р + D3 e* f° — сї f*)| 
— а? b? с? — a? e? ft — b? 4% р — ct 4% о", 


anebo po náležitém zjednodušení, obdržíme 


a: + 4%) (=a d: + b* e° + с? f=) + (0? + е?) 
3 / (atd? — bt et + ер?) + (eè + f) (аза? + b e 
Т — p? ы — a? h? c? — азу? f? — hid? (3-3 d?e? 
EE ee eee 
Vzorec tento 12е velmi lehce si pamatovati, neboť hrany 
a ad, bae, eaf jsou, jak z obrazce patrno, hrany proti- 
lehlé a součiny абс, aef, бар, cde jsou součiny ze stran 
trojúhelníků čtyrstěn omezujících. 
Velmi pěkný tvar Ize vzorcům těmto dáti, seřadíme-li ná- 
sledovně členy: 
(— а? d? + atb? A? + а? 4% et — at dt + а 4% е + а?а? ү) 
+ (а b? е? — bt e? + b? et e? + bt et dž — bt et + bš e" fz) + 
(c? d? f? + езе f? с ра — až ср + et f: bs — et f 2) 


— а b? ct — a? e? fa — b* dt ft — e? а? с? 


‚ (45) 


a na základě toho bude výška ® po vyjmutí a zjednodušení 
míti tvar: 


j баа (— a? +00 + с%—4# + es3[)+ bt e? (at— 
/ —h?+ct4+d*— с) 4 р (аЗ саз. 
Het P ab — ate? [2-а [с d* et 
4 Д 

Vzorec tento lze si opět lehce zapamatovati; ad, be, cf 
jsou součiny z protilehlých hran a (a*+8*+ с 4 d* + e* +f?) 
jest součet všech čtverců hran, v němž vždy dva členové jsou 
záporní, a sice ti, z kterýchž součin utvořen byl, na př. při 
součinu а%4% musí v součtu všech čtverců hran а" а d* zá- 
porno býti; součiny абс, aef, Фар, ede jsou součiny ze stran 

trojúhelníků čtyrstěn omezujících. 


. . (46) 
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Velké trpělivosti jest zajisté k tomu potřebí na zmíněné 
cestě, kteráž jak již podotknuto od Crelleho pochází a přesně 
stereometrická jest, chtíti výšku stanoviti. Nejkratší jest řešení 
dle Carnota, jež vedle toho z historické stránky, t. j. že prvním 
bylo, zasluhuje povšimnutí. 

Postup celého řešení, kteréž v „Mémoire sur les rela- 
tions atd.“ obsaženo, jest asi následující: 

Mysleme si sestrojený pravoúhlý průmět vrcholu 1) па ro- 
vině ABC. Tento průmět D, spojme s vrcholy daného trojúhel- 
níka a tím povstalé úhly při D, nazývejme Ф, Ф, Ф, píšíce 


ж 40 Бр ӘӘ БҮ (П--ш а Ср M oh: 
Součet těchto úhlů činí 360°, t. j. 


Ф = 360° — (9, + Ф) 
a cos g = cos (Фф, + Pa) 
nebo COS E = COS P, COS Pz — SiN Фф, Sin Py. 
Zdvojnasobime-li výraz tento, obdržíme: 
COS? ф = cos? p, cos* Pa + sin* ©, Stn? Py — 2 соз E, COS E, Sin фу Sin %, 
= 60820, COS? р, — 2 COS 9) COS p, Sin P, Sin p, + (1 — cos? E, ) 
(1 — cos? pa) 
= 1 — 60539) - 6087 Фф, + 2 cos E, COS Po (COS E, COS Pa 
— sing, sing.) neboli 
= 1 — cos? фу — cos* g, + 2 cos g cos p, cos pa | následovně 
1 —cos* gp — cos? ф, —cos* Pa +2 cos gp cos g, cos pa =0. < . (1 
Tyto cosiny úhlů Фф, Pı, Pa mwüšzemef vyjádřiti stranami 
trojúhelníků, v nichž přicházejí. Spojnice bodu D, s vrcholy 
A, B, С nejsou nic jiného než pravoúhlé průměty hran d, e, f 
na rovině základu, kteréž též dle těchto hran označiti chceme 
přivěšujíce index jedna. Víme však dle věty Carnotovy, že 


atete? 


v trojúhelníku AD, B jest cos q = рр 
А 7% 

2 a 

dále v trojúhelníku ВРО jest cosp = те 
adha E R 

а s. b: 

konečně v trojúhelníku AD,C jest eos qp, = сл 
! l 
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kteréžto veličiny v rovnici (1) zasazeny přivádějí nás ku vzorci: 
date 2 — Г (а? + e 2 с) — a (е, * + f,* — а) — 
-at (mt + B + (at + et c°) (6 + fit — an 
(a + ft — b°) = о, 
Provedením naznačených výkonů nabudeme výrazu: 
(a* d,*—a* d,*e,*—a* d, fi*+ а? ср) + (bet — be: * — 
-- ТЫП *e * 2 a,*f,*) + (02 4 сар e e, 3 f, * + 
+ ete *d,*)+ (atd аа, — at etd, 8) + (bt e, 2—0 ce, *— 
аз е) ++ (ер аз сар, — сар?) 4а е = о 
a náležitě ho zjednodušivše obdržíme 
а? (d,* — f,*) (d,* — e,*) + 0° (¢,* — f,*) (a*— 4%) + е (f, 3 
— d,*)(f,* — e *) + a*d (a* — b* — с) + b*e *(b* с — ах) + 
сз р (с а? — b*) + а? b* e* = a. 

Nyní jest zapotřebí, abychom průměty d,, в, f, vyjádřili 
hranami d, e, f a výškou v. Dle známé a často užité již po- 
učky planimetrické jest 
dt- vzd’, е – 02-02 а f*—v*=fi*, ztoho 
d — fi =d- f°, d*—e*=d*—e? rovněž 
а-а р-р ds (3-е3-/з-е 
а 22—22 е — dz, 
kteréž jsouce uvedeny ve vzorec předešlý vedou ku rovnici: 

a (A — f) (4%— ез) + bt (e*— fs) (et — dt) (1—43) ([*— езу+ 
+ a? d? (a? — b? — е?) +b? ез (02 — с — а?) + с (с а? — b°) + 
+ at htc? = 0% (at + bt 4 ct — 2 а — 9 at et — 2 b? 63), 

Poněvadž však dle vzorce 28. součinitel od v* není než zá- 


porný šestnácteronásobný obsah základny, proto jest celou rovnici 
negativní jedničkou násobiti. 


Nazveme-li k vůli krátkosti levou zápornou stranu písme- 
nem 7, nabudeme 


02 (2 а%$% + 2 а? с +} 2 Ь% с — at — bt — et) = ~ T 


nebo 164*r*=— T nebo též | . « (47) 
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16 Atv? = а? (е — d°) (d*— f*) +b? (d* — е) (г: — Г?) | 
+ ec? (62 — f*) (7° —d*)+ at d*(—a*+b?+e%)4+ > 
+ 4? e? (a* =f b: + et) + ез fa (аз + (Ды < ез) — už b: с, | 

kterážto rovnice pouze sestavením členů se liší od předešlých. 

Jiný úhledný a přehledný vzorec obdržíme, užijeme-li theorie 

determinantů, o čemž později promluvime. 


- (48) 


Poznamka. 
Dejme tomu, 2е by byly hrany ve vrcholu D se sbihajici rovné dlouhé, 
t. j DA=DB=DC čili d—e— f; tehdy nabude vzorec poslední 
tohoto tvaru: 
16 A? о? == 2 а? с? d? 4 2 а? b? d? -4 2b? ctd? —– aid? ) (49) 
— bt dž — ci dž — a? b2 2. j- - (49) 
Pro pravidelný tetraeder, ve kterém jest a = b = e= d = е == f, 
bylo by 16 А202 — 2 as 
a jelikož základna jest trojúhelník rovnostranný, jehož obsah 


42 
A > \ 8, 
bude мае» O 
IEA? SA: 
зү 9 à 
čili u = nebo-li v= 24 22. . (50) 


Pravili jsme v úvodu, že rozeznáváme ještě tak zvaný rovnohranny 
čtyrstěn, v němž protilehlé hrany na vzájem sobě jsou rovny; pak bychom 
obdrželi, předpokládajíce, že a—d, b= e, c—f, rovnici 


202 (at + Ь&— et) — 4 a? b? o? 


v= TÁ ~ E 


В) Vyjádřivše naznačeným způsobem výšku čtyrstěnu hra- 
nami, hleďme nyní jiné vzorce pro tutéž veličinu vyhledati. 
Řešme nejprve tento úkol: 

Dány jsou ve vrcholu D se sbíhající hrany a jimi sevřené 
úhly, vypočítejme z toho výšku tetraedru. 

K tomu konci proložme výškou AA, (v obr. 1.) roviny 
kolmé ku hranám f a e, jež sečeny jsou od těchto v bodech 
F a G. Spojením těchto bodů s bodem A a průmětu A, 
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s bodem D, obdržíme tři pravoúhelné trojúhelníky A A, F, 
AA,G a AA,D, znichž 
AA "SAG AG.. 
Pro krátkost označme úhel ADF s p а XADG sv. 
V trojúhelníku ADF jest A F= DFtgsg, poněvadž DF 
v trojúhelníku DFA rovno jest d cosc, bude 
A Е = d cos c, tgs Ф, 
a z trojúhelníka prvního vysvítá, že 
АЕ = A, D sing, 
následovně A, D sing = d cos с, tgs Ф. 
Podobně obdržíme z trojúhelníků A, DG a GDA 
А аА = d cos b, tgs Y = A, D smy, 
načež dělením obou posledních rovnic dospíváme ku 
sin y 
siny cosh, дф _ cosh, cosy 
sin Фф ~ COS ty tgs p T cose, sing 
сов Ф 


cos by cos © 
COS Cy COS Y 
Jelikož však ф+ф= a ф=а° ~ №, 


čili t= 


cos by cos (a, — V) 


bude = 2 
COS с, COS Y 
COS а, COS W — sina, Sin p 
nebo сов Ca = 008 by —— <M 
cos Y 
COS Co = сов a, COS by — sin a, cos b, tgs W, 
соз Ca — COS а, соз 0, 
odkud tgs Ņ = = ==, 
sin a, cos by 
COS с, — COS а, COS b 
айт A G= dcos b 1080 = а — = 
Sin а, 


a poněvadž AGa=dsinh, jest 


— сова, COS Da)? _ 


A A,* = d? sin? by — аз (08 құн 
зіп? а, 


° 
ae [sin а, SİN? by — (сов Cy — COS а, COS | 
sma, 
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— ho 


čili, koš P výkony, obdržíme 


AA, "== =- е4 1 —cos*a, — с08%0, — cos*e, + 2cos a, cosh, соз с.) 
За, 
čili 
d / „ s ә тс 
t = / 1 — cosa, — cos*h, —cos* ¢y-+2cosa, cosb,cose,. (52) 
sina, 


7 této rovnice nabyváme proménou 


9 © ЛИС hee US „ш Жу E UN 6 ee 
„= 2а | sine Біз, ое tea е torte -% (5з) 
Sina, 2 2 2 2 
a 
v oko 5 — Ga) sin (s — by) sin (s — c 
= sin 4 1 ( a) ) ( o), 
jestliže učiníme а + b, + c, = 2 8. 


Vedle tohoto elementárního způsobu lze úlohu tuto řešiti 
pomocí sferické trigonometrie. Víme totiž, že 


АА =AF sin (A, ҒА) 
neboli AA = 4в%с, sin В. 
Sinus úhlu ñ lze odvoditi z prvního hlavního vzorce sferické 
trigonometrie, totiž z 
cos by = 605 Ay COS C, + Sin а, sin с, cos B, 


cos by — COS а, COS Co 


z toho cos В = : - 
SIN Ay зіп Cy 


a z toho opět dle odvození v Š 3., 


Р l : 2 
snp= Ba / 1 — costa, — cosh, — costa, +2 cosa, cos by cose, 
á ue “ 
a následovně 
d 
2 7 = = ian | 1--соя%4, — COS Da — cos*e, + 2 cos а,с080,с08 (a 
4 O 


tatáZ rovnice jako (52). 


Pozorujeme-li místněji odmocninu, shledáváme, že je tatáž, 
kterouž jsme v odstavci 3. sinusem rohu D jmenovali, označu- 
jíce ji dle Junghanna písmenem 2 P. Můžeme tedy vzorci (52) 
dáti všeobecný tvar: 


= -= ws . . . (54) 
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Analogicky mohli bychom dokázati, nazýváme-li siny rohu 
A, В, С písmeny P,, Р,, R, že 


2 
сш sa P, Ше n= =e P, a konečně у= Bats. 
sin a, sin ау Sin а, 
Snadno lze odvoditi následující výrazy pro výšky: 
„=й 2eP, - ЗҮР, 
77) 4066; іы оға” 
W дар 2eP, _ 2bP, 
= зіла, sinc, sinks, ° (55) 
Q 2a P, 2eP, 2e P : 
rovněž t = ———_ = — = —— 
Sin a, Sin с, sin b, 
› 7 [/ Р, 2 
podobně „= ae Р, iara = -st : 
sin a, sin b, Sin с, 
р › ә г p D 2 
Jelikož v= 20 УҢ = 3 Pe а konečně v= 25 
sina, sin b, зіп с; 
8 „ , , 
jest nutno i= — =H Р, 3 See 
sin a, зіп ba sin с; 
Ve vzorci 33. jsme ukázali, že 
A= 29" sin a, sin by sin cy, 
; Р ; А 
odtud sin a, зіп by sin сұ то 
"тл? Pp > i . 
následovně v* = ate nan, „Ай 4 ‚ (56) 


Rovnici (51.) lze, upotřebíme-li v době novější tak často 
užívané theorie determinantů, dáti ladnější podobu. Sinus rožní 
můžeme převésti ve tvar determinantní. Jest totiž 


1 — cos? a, — cos? by — соз! с, + 9 cos а, cos by сов су =4P* čili 


1, COS а,, Соз 0, 
4 Р = | 208 My, 1, COS Cy 
| 008 bo, @08 Co, 1 
1 сов а, cosby | { 
ар 2а Е чы а 
а tudíž ‘= шу = —— | eos a,, 1, со8су | (57) 
Sina, — Sina, 
соз by, сов Co, 1. 
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Ze vzorce 52. lze jinou rovnici obdržeti, jestliže za cos a), 
cos by, cos с, jiné veličiny zavedeme. Víme totiž, že v trojúhel- 
níku BCD jest 2A,=efsina,, dále z A ACD následuje 

2A,=dfsinh, az ДАРТ plyne 
2A, = desine. Z těchto rovnic opět vy- 


svítá, Ze sin dy = a cosa, = ү: 4A,*_VefP—4A 24 


а p 27 

in by 22° TEA VĚTA: 

pak sin by = df a cosby =| = ау 

“747485 VEFA, 

koneéné sin Co —2 ô: a cos = ү: -S Ar — \ d е 4A; 
de a? ез de 


následovně bude výška 


a роса теат, 


ef? a? ПЕ ee 
2V(d?c*@—4A,%) Ad LAA (e (3—4A,") 


t", = - 
Sti (l 


@% es Г? 
a náležitým zjednodušením obdržíme 
1 V: MA + 4 e? Ag? +4f? Ay? — 2 азе? 
jak patrno výška jest vyjádřena hranami a stěnami ve vrcholu D 
se sbíhajícími. 


И 


=- 58 
ч, efsina, (28) 


у) Mysleme si nyni, Ze by misto úhlü hranovych dany byly 
vedle hran vrcholu |) ještě úhly stranové. Tyto úhly buďtež 
а, В, у a jsou obsaženy v rovinách ku hranám DA, DB, DC 
kolmých. 

Ze sferické trigonometrie*) víme, máme-li zření k polár- 
nímu trojhranu, že 

cos а = — cos В соз у + sin B sin y cos а, 
anebo cos В = — сова cos y + sin а sin у cos by 


„ *) Odvození viz na str. 14. v § 3. 
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odkud dále cosy = — cos сов © + sin c sin В cos с, 


сов y + сов а cos В 


z toho сов бу = z ç 
sin с sin В 


cos? у + cos? « cos * B + 2 cos с cos B cos y 
sin? a sin? В 


následovně coste, = 


tedy 1 
; віп?а sin*8— сов —cos*« соя?) - 2соза соз cosy 


1—cos*e, = sin*e, = 
е z sin? а sin? В 


Zavedouce za sine a sinB cosiny těchže úhlů, můžeme psáti 


sin © = 1— cosa — соз" B—cos*y—2 cosa cos соғу 


T sin а sin TÁ 
Dale jest známo, že výška 
AA, =v, = d sin B sin с, 
tedy dosazením hodnoty siv © najdeme 


"== ү 1 — cos? а — cos? В абулі сова cos B cosy . . (59) 
Tuto odmocninu lze transformacemi v § 8. provedenymi 
jinak ještě psáti a Ше toho bude výška 
9 "ааа; абу ойу atp—y 
= V- cost tht Poos- TBF oost ÉH? oog = 7 (60) 


"= 


sina 

nebo-li 

1-24 - cos a cos (a — a) cos (6 — В) cos (a — y) « . . (60) 
Sina 

anebo 
зап 

а оа аА ROH) 


tato rovnice jest rovnicí všeobecnou, neboť z ní dají se ostatní 
v (у) uvedené odvoditi. 


Jsou-li IZ, П, a П, siny polární rohů A, В i C, bu- 


Р зал, 5 4. сет”) Я 
deme moci v= р, ostatní výšky vyjádřiti následovně 
_ all, 2a П, 
Vy = а = s. 
sin « sín «ү 


© 
1 
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Pro tyto výšky můžeme opět obdržeti vzorce: 
зап _ 2ell, _ 2fll, | 


sina втр  siny 
„В. el _ san 
: snp,  simy, 7 sina 
v — 2a, _ 2el| _ 2ell ы ӨЗ) 
* sna ` siny, — sinB 
РСЕТУ ЕЛІ 
Sin a sin В, siny 


Z rovnice první plyne 
зап, 2 e Tl, 2 f H, 
ee, MD | (jj ес: о 
sin a sin 3 Sin y 
následovně, když tyto výrazy spolu násobíme, najdeme, 
_ 8I Il, П, def 


= . . ` 
sin « sin В sin y ` 


poněvadž sin & sin B sin y = 21 " 
М 
bude vi = 8 11, I П.П, def АП, TT, П, defM 
~ sine sinpsiny | П 
ее” ie 
jelikož jest M= ў: 
2 
proto b? = m Бау hk . - (63) 


kterýžto vzorec Junghann jinou cestou byl stanovil. 
Z obrazce (1.) jest patrno, že výška DD,=v z ADHD, 


jest v= DHsinB,; 
z trojúhelníku DAH opět jde DH=dsine,, 
tedy Dat) сіп. k. s le 3 (637) 


Ku konci § 4. ve vzorci 26. jsme však ukázali, ze modul 
étyrsténny 


d 


= ní hee: ES, 
Wa Ea; čili p= dále AT 


е 
M, M, sin“ 
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= = 
tudiz d= к M; M; sin сі, еши М, М, sin В, 

а konečně f= u M, M, siny,, 

následovně v= u М, М, sina, sine, з. ..... (64) 


Poněvadž se rovnice nezmění, násobíme-li ji a zároveň dě- 
líme-li ji touže veličinou, proto můžeme též psáti 


sine . : š 
v = z M, M, —— sim “<, sin B, sin 
“И, My siny, n B, 7 


віп с, 


а jelikož — = М, 
sin у, 
bude s= и M, М, М, sina, sin Bi siny. . . . . (64) 
Svrchu uvedené vzorce pozorujme bedlivéji. Víme totiž, že 
“дап čili __ sell ел жүн 
п жа. fo Sh gee "= “sin y ' 
Sdef Il’ 


následovně součin v, Va v = ———— m 
sin « sin B sin у 


čili Vy Vy Vy Sin a sin B sin y = BdefII* 
neboli Vy Va Vy Sine sin B sin y = 4 def. 2 H: , П. 


Na stránce 17. jsme ale ukázali, že součin 


š 5 с 21: 
sin « sin В sin у = bo 
následovně V Ve Vy =4defH P 
a jelikož Р= МП, 
mame dale v bo —defM.4 IT? 
a proto defM= Шала 


Výše naznačili jsme, čemu se hrany d, в, f rovnají. Součin 
jejich jest pak: 
d e f = и" M, * М, M,* sin с, sin В, siny, tedy i 
defM=u.u*MM, М, М, . М, М, М, sina, sin B, sin у; 
drive však jsme dokázali, že 
u* M M, М, М, 


— 
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= Ace 


rovná se, dle Junghanna, symbolu 9 a upotřebíme-li rovnice 
(62), obdržíme 


d е fM = MN „4 
"% та? 
a poněvadž defM= U 
n = M Ға ta 
bude následovně v= Төк Tis ЖҮ у] 
rovněž 
V Va Uy _ BYU, UT, Us 


а konečně 1; = 


“= gor, "40m DIY 


Pozorujme dále jen rovnice 
СЕРВЕ > а де MR 
3 sin В #9 зіп)” 
Násobme je spolu, součin jejich 
4еѓ П _ 4ef IP sine 
sin В siny ~ sin a sin B зіп)” 
mel AT — S 
sin « sin В sin y 


i 3.2474 ығы ays Ues $ 
máme 01 = 2 МПе(віне čili aanu = М 


zavedeme-li ү tuto rovnici hodnoty za ef ze 26., nabudeme 


“тш 


jelikoz 


эшк = M. M, M, sin B, . M, M, sin y, 


čili 5 m = p? M M, М, M, . М, sin B, sin y, 


a dle poznámky první v $ 7. můžeme psáti 


Vss š A 
27785 M., M, sin 3, sin у, 


Ue Us 
2 O TI sin сс 

Nyní jedná se ještě o levou stranu této rovnice. Známe 
totiž, že výška 


7 toho M, sin В, sin y, = 


DD, = d sin B, sin с, 
neboli DD=v=d = = 
! 


Gili = d M sin B, siny, ..... + (66) 


sin B, sin y, 
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= a 


- Р v 
a ztoho М, sin B, sin y, =F: 
v 74 Vs 


následovně bude z= SM Hein a 


a ztoho “sm ane’ Cs ° "S sC W s ‚ (67) 


j) Výšku v, о kteréž dále tuto pojednáváme, můžeme 
i jiným způsobem vyhledati a jinými veličinami vyjádřiti. 
Spustíme kolmici DD, s vrcholu I) na protilehlou stěnu 
ABC a patou D, kolmice této vedme normaly ku stranám 
trojúhelníku ABC. Kolmice tyto označme k, kg, k; a spo- 
jíme-li průsečné body H, E, J s D,, obdržíme z trojúhelníků 
takto povstalých následující rovnice 
k,=veotga,, ky=veotgpB, a №, =veotgy,. 
Ме poněvadž A=AD,B+BD,C+CD,A а jelikož 
2AD,B=ch,=cvcotg y, 
2В Ü = a v соф] a, 


a koneéné 2AD,C=bv соб) B; 

jest tedy 2A=avcotga,+ bv соб) B, + с v cotg y, 
2A 

a 


= 
а coby a, + b сой) B, + с cotg y, 
Z. \ ‘(a+b+e)(—a+b+e) (a—b+0) (a+b—e) 
= 2 (a eolg а, + b cotg В, + с cotg y) | 


Vzorec tento vyjadřuje výšku stranami základny a úhly 
stranovými ku základně přilehlými. 


| 
Ж 
| (68) 


e) Z tohoto vzorce, který jsme právě odvodili, obdržíme jiný. 

Předpokládejme, že by dán byl poloměr základny A, její tři 

úhly а), bz, c; a konečně úhly stěn při podstavě. Víme totiž, že 
a—2osina, b=2esnb a c=2osine;. 


Ant. Šourek. О tetraedru. 4 
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Plocha trojúhelníka ABC t. j. 


a c sin š 
- h neboli 


2A=2 esina,.2esine, . sinb, = 4 0% sina, sin by sin сұ. 
Vložíme-li һойпо]у tyto do 68., obdržíme provedouce redukce 

P 2 o sin a, sin b, sin Cz 

ай а, cotg a, + sin b, colg В, + зіп еҙ cotg z, ` 


v (69) 


Tuto rovnici odvodil poprve, pokud mi známo, Grunert, uve- 
Fejniv ji ve svém časopise. Odvození jeho mnohem jest složitější 
a předpokládá mnohé věty analytické geometrie. 


Postup Grunertova výpočtu jest asi následující: 
Vrcholy étyrsténu ABCD (obr. 9.) dány buďtež souřadnicemi, kteréž 
sluší však vyjádřiti danými v úkolu veličinami. Dejme tomu, že by byly sou- 


radnice bodů | = 0 т == 2 g Rin es 
A={y=0, В | W 0 


| 8 == 0 g, = 0 


it, == 2 g cos пу зіп h, 
с | 


*) 


БЫ 


VB 29 sina, šin by 
г, == Ü 


а koneéné 


souřadnice vrcholu D nazyvejme «4, 44, Zé, při čemž podotykame, že 
£4— v, jelikož předpokládáme pravoúhlý trojosý system souřadnic, jehož 
počátkem jest bod A a osou úseček strana A B. 
Hranou A B proložíme rovinu, kteráž s rovinou A BC úhel y, uza- 
vírá. Pro tuto rovinu platí rovnice 
Zam w баху nebo 2, сояу == Wy sin у 
čili 24.0 у, — 2, COS yr =O ....... .(1) 
Podobně můžeme stanoviti rovnici i pro rovinu hranou BC prochá- 
zející a 5 rovinou XY úhel ©; uzavírající. Za účelem tím volíme vrchol B 
za počátek a hranu BC’ za osu AX’. Hledíce k tomuto novému systemu, 
jmenujme souřadnice bodu D s x, y4', 24. Rovnice roviny BCD jest 
24 608 = Wy Sina, jelikož 2,--- 24. 
Nyní jde o to, abychom tyto souřadnice x,’ a у, vyjádřili původ- 
ními souřadnicemi z 4+, £4. Zde jest nám přeměniti pravoúhelný system 
v jinou pravoúhelnou soustavu. Dle známých formulí transformačních jest 


ж, = C- x,’ cos (180° — 0,) — yy" sin (180° — b2) 
ж) Vzorec tento odvodili jsme у 6 4. ve vzorci 23. 


жж) Víme totiž, Ze z, 4 beosa, ale b=2esinb, následovně 
а =2esinb, cosa, a poněvadž у. = Б зіна, bude y, —2esin a sin bz. 
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— 51 — 


а == Té ším (180—0) + y sin (180 — b), 
tudiz z cos by + yu, sink, = — m -H € 
а wx,’ sin by —y,' cos by = Yi. 
Uzijeme-li determinant, lze neznámou 4, а 4' stanoviti. Jmeno- 
vatelem těchto proměnných jest determinant 


cos b, sin by А 
эче ` |= — cos? b — sin? б == — 1 
sind, -- сок, 
An- (е ач +) cos ba — у, кіп h, 
a neznama T = i 
nebo T = — (z, с) 608 by + yy sin bz, 


Rovněž pro veličinu druhou obdržíme, užijeme-li téže nauky, rovnici: 
Y = — (X, — с) sin b, — у, cos by. 
Bude pak гоулісе roviny BDC 
т, Stn оу Sin b, + Y4 Sin ү COS b, — 2, COS Wy == Sin by sina . (2) 
Konečně můžeme i vrchol С považovati za počátek souřadnic a stranu 
АС lze voliti za osu z. Označíme-li souřadnice libovolného bodu, na př. 


bodu D, vzhledem ku této nové soustavě 2,7, 947, 2, = ze bude rovnice 


roviny ACD Za=—= J," igs, čili 2, соз By == Y,” sin By 


a po vykonání transformací tohoto systému na soustavu souřadnic bodu A 


obdržíme: , 
! m == x," COS a, — (— Y") sin а, 


hg mm ey BiN ау + (— y) соз ақ 
čili т, = т,“ cos a, + Y4” зіп ay 
Ya == Ta” sin а, — Y4" соз а 
Z těchto rovnic jde: 
r == т, боз ау s w, BIN а, 
Uy" == mí sin ау — W COS ау, 
následovně pro rovinu ACD máme: 
T, зн ау кін By — Ya COR ау кіп Й, — z COS Brel . . . . . (8) 
Sestavme si nyní veškeré takto ustanovené vzorce: 
Li -O -F Yi Sin уу — 2, соз у = 0 
а Stn «ү sin by + Y4 stn ор cos Da + 2, COS e) == CSN a sin b, 
x, sin By sin a, — Yı sin By cos a, — z, cos бу = Ө. 
Mohli bychom z nich stanoviti sice X4, 4, ale toho nepotřebujeme, 


nýbrž, jak jsme pravili, 2, totiž výšku hledati musíme. Jmenovatel této 
neznámé jest 


0, зіп у; — созу 
== sina, sin by, sina, сов, сова, 
sin By sin ац. — sin Py сова, -- сохр, 


4" 
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a ditatel 


0, ain уу, 0 
Č == | sin «ү зіп by, sin ar сов bs, с кіп by sin шұ | = 
кіп ау sin By, -- сова, ším B, 0 
poněvadž ale с== 2 g sin Cs, 


e gin а, sin b; sin су зіп B, sin у, 
Č = 2 ọsin a, зїп b, зіп ез sin ау sin Ві sin у. 


Rozvedením determinantu J obdržíme: 
J == sin ау зіп B, сов уу зіп by COS ау A- кіп a, соғ ay sin By sin уу + 
-+ sin a, сов b; sin су Sin By cos уу -+ sin by sin ау соя B, зїп ү, 
= sin ау cos «ү sin By зін у + sin dy sin e) COS By sin у, 
<- sin ay sin Pa соз уу (віп ay соз b, +- cos ау BIN by). 
Z goniometrie jest nám však známo, že 
sin (ау + by) = sin ау cos by + сов ау sin b; 
z toho a -+ by = 180 — cy, 
tim 


а jelikož а, + b; + e, = 180, 
následovně sin (ау + by) = sin Ca, 
J = sín ay соға, біп, Sin у, + sin by зіп ау соз By sin ү, 


= sin са sin oy sin B, сов y). 


Obdržíme tedy pro výšku 
L 2 о sin a, sin by зіп cy sin ау sin B, sin үү 
J віна cose, віп, siny, +-8inbs st na, COsBy кіпу,--зіпеҙзіпе, кіт) созу 


Č 
кі 


т=,== 


a po zjednodušení 
we 2 о sin az кіп by кіп са 

© sin a cotg a, + sin bs cotg B, + sin су cotg у, 

táž rovnice jako 69., ale postup, jímž jsme ji určili, ač důmyslný a pěkný, 


přece velmi dlouhý jest. 
V pravidelném čtyrstěnu, kde základnou jest rovnostranný trojúhelník, 
a cos60°=} 


Poznámka. 
a, == b,=Ccg= 60°, jest sina, == 819 60 =l үз 
үз 
, 


2 
3 


v němž 
a pomocí sferické trigonometrie lehko lze ukázati, že 
сов Oy == COB B, == COS үү =} а BINUS шү == sin By == sin y, == 
аҮв 


dále сод «у = I pak g= s 
následovnë bude Pur co rovnice 50, 


£) Předpokládejme, Ze by k určení výšky dány byly stěny 
A а Жү, úhel jimi uzavřený о, a společná oběma stěnám 


dvě: 
hrana BC =a. 
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Spustíme výšku DD, а položíme ji rovinu kolmou ku 
hraně а. Z trojúhelníku D D E jde DD, = e= DE sin. 
Přímka DE jest výškou v trojúhelníku BCD, jehož ploský obsah 

BC.DE a 
Жа 2-78 т: DE, 
2A 
а 
a následovně výška čtyrstěnu, kterouž jsme hledali, bude 


z této pak РЕ = 


1 


v= GWE os ® К... = 


2 
а 
Pomocí tohoto vzorce můžeme dati výšce jiný tvar. Víme 
totiž z planimetrie, že obsah trojúhelníka rovná se základně ná- 
sobené poloviční výškou. Nazveme-li tudiž výšku v trojúhel- 
níku BCD s vrcholu D па stranu BC spuštěnou Ж, jest 
plocha téhož, dle uvedené poučky, rovna 


ah, 4 ah 
i га 
následovně ve vzorec 70. vložena, dává 
WE ooo ao mo (JU) 


což přímo z obrazce lze vyčísti. 
Poznámka. ' 
с š : ae sim с, 
Polozime-li ve vzorci 70. Ay = —,—— 
obdrzime V == е SÎN с, SIN 01, 
již dávno nám známý vzorec. 


+) Mysleme si sestrojený průmět hrany d na rovině A BC 
a jmenujme úhel těchto dvou útvarů (d, A). Spojme orthogonální 
průmět bodu D na rovině A t.j. bod D, s bodem A, tim 
vznikne trojúhelník D, AD v němž, dle známé věty, jest výška 


s= DD =dsin(d, A). .... . . (9) 


9) Dejme tomu, že by byly dány stěny A, А), Az, ô; 
a úhly jimi uzavřené a, B, у, в, B; W- 

Víme totiž, promítneme-li vrchol A na rovinu BCD do 
bodu А, že AA, = AGsiny 
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= 


a v trojúhelníku A FA, že jest A A, = 4 Fsim B. Dále vidíme, 
v obrazci 1., že přímky AG a AF jsou výškami trojúhelníků 
zmíněných, jichž ploské obsahy 
oma AG. UC al AN SRD. ATF. 
Neznáme však hran DC a AF a proto položíme první 
rovnu z a druhou =y, bude pak 


A = = ok a А. > А = S 
z toho AG=22 s AP ==: 
následovně tím nabude výška AA, tvaru š 
тш š 2а sny а Y= 2 Sa sin B, 
neboli VERAS y а, Жен sin B, 


tudíž оду 4 As. A; Sin В sin y. 
Součin neznámých xy Ize však vyjádřiti plochou. Víme 
z trigonometrie, že 
2 M 
Sin Ay 


2A,=xz2ysina, odkud zy= 


tedy 20.2 A = 4 Д, Az Sin a sim Bsiny Gli 
v A = 2 A, Ag Sina, sin B sin y. 
Z této rovnice musíme ještě vyloučiti neznámou veličinu а). 
Ze sferické trigonometric však víme, že 


cos а = — cos B cos у + sin B sin у cos a, 
a po zjednodušení 
V1 — cos? æ — cos? В — соз? у - 2 cos с cos B cos y 
зіп B sin у f 


sin dy, = 


Bude tedy 


б A = 2 Ag Aa I— cos? a — cos? B—cos* у — 2 cos а cos B cos y. 


Odmocnina tato není než známé nam 277, následovně 
a — $49 Bell A A AN 
B? 


v 
М, 
2 ; 
а proto „= |а д.д. a LY 
1 
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anebo, jestliže neupotřebíme symbolu II, obdržíme 


11/ 
0 = | 2 Жі Аз Аз. 
| 


Ү1- соз? а — соз - cos? y — 2 cos « cos В созу. . (74) 
Poznámka 1. 
Jestliže úhel P=y—90°, pak by 


1 a A аа. 
i = V° M М» As зіп а 
1 


a konečně, kdyby а = 909, tedy pro pravouhelny čtyrstěn, by byla 


1 
п V 2A AAs 610707 22 ‚ (75) 


Poznamka 2. 


Veličinu kořenovou můžeme však jinak vyjadriti. V příčině té promi- 
tejme vždy tři stěny na čtvrtou a tím nabudeme rovnic 


1 A = AN cos m + A cos ñ, + Aa 60871 
2. Ar. =A cosa, + Aa созу + Ха соз В | 
8. № = A еоз бу t+ /\у созу + Ascose | 
4. № = A созу + A cosp + Ao соза. 


Rovnice tyto se nezmění, jestliže je následovně píšeme 

A — Ay 008 «ү — Аз сов B, — As сов y, = 
Ar — Ax cosy — As cosh —A cosa, — U cos В, - O cosy, = Ü 
A: — № cosy — Ла cosa — Ü соз ар — A соз B, — 0 cosy, = 0 
Aa — A соз B — Ma cosa — 0 cosa, — U cos Ñ, — A cosy == 0, 
Z těchto po eliminaci —cosa,, —cosf,, —cosy,, obdržíme 
А An, Аз, Аа 

Ға-- басову- As соз B, А, 0, 0 

ба-- №. cos у — Aa созо, 0, A, 0 

АА» — A 60s B— Ла соза, 0, 0, A 


z čehož následuje, že 


A: == AT Az? + As? — 2 As As cos © — 2 Ar As eos B — 2 Ar A: соз у. 
Známá tato poučka pochází od Crelle-a, jenž ji uvádí ve své „Sam m- 
lung mathematischer Aufsätze.“ Z ní plyne 


Ar? + A2? + As? — A? — 2 Ai Aa 608 B — 2 Ai Az cosy 


2 A As , 


cos @ = 


následovně cos о -| cos 8 cos у = 


М А2 As?— A2—2 Ai Aa cos 8 — 2 A, Arcos y+ 2/\» As соз ñ cosy 
2 Aa As 
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< = 


dále pak: зін? B зїп? ү — (cos? œ -|- соя? B сов? у)? 


— 2 Ar Ax соз у + 2 As Aa соз В созу», 


Citatel jest rozdíl dvou čtverců, a poněvadž levá strana veličinou 4 II? 
jest, bude 


ATP ТАТЫН АТЫ ҒАС —A—2 A Atos —2 A Aa 008y+2A \асов(#—у)]. 
ТАТЫН ҰҒАТЫН Ao? — At — 2 Aa 008 В — 2 /\, созу 20, Д сов (@--у)]. 
1 
TAL A?’ 
nisledoyné přejde výška v ve tvar: 


A‘ BP Дебер a AZ Za A 

рд |/ 2.2 асов Ла Л? | (76) 

Av ™ V HA AA cos 2 Ar A: cos 942 Л.Л cos 
(6+ У)] 


vi 


t) Dostatečně, myslím, ukázali jsme, jak lze stereometrie 
a trigonometrie zvlášť při určování podstatných částí čtyrstěnu 
upotřebiti. Nyní chceme míti zření k analytické geometrii pro- 
storu a pomocí této ustanoviti výšku. 


Dejme tomu, že by vrcholy čtyrstěnu dány byly souřadni- 
сеші. Vrchol D (obr. 10.) považován v případu tomto za po- 
čátek a náležejí mu tudíž souřadnice (0, 0, 0); bod A buď 


Йй ү, 
stanoven у avrchol B “(y 
2 ži 


a konečně С má souřadnice 4;, Wax Zz 


Výšku obdržíme, pakliže spustíme v obrazci 10. kolmici 
s vrcholu A па plochu DBC. Body A, B, С spojme s vr- 
cholem D, tím obdržíme průvodiče d, e, f, kteréž vzhledem 
k pravoúhelnému systemu určeny jsou úhly A, uy; A, ш, А; 
he, Hes У. Kromě toho vztyčme ve vrcholu D na rovinu DBC 
kolmici N, kteráž s rovinami souřadnými uzavírá úhly Z, m, n, 
jichž cosiny jsou: 
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cos À cos v, — cos v cos À, *) 
sin а, 


cos 1 = 


je-li a, úhel hran е a f; rovněž tak 


cos v cos A, — cos А cos V) 


cos m = А 
Sin а, 


cos А cos u, — cos A, созш, 


а konečně cos n = - : 
sin a, 


to jsou соѕіпу úhlů, jež rovina DBC в rovinami YZ, XZ 
a XY uzavírá. 


Výška AA, =dsin ADA; úhel ADA, bude nám vy- 
jádřiti úhly jednotlivých hran d, e a f. Nazveme-li pak úhel, 
jejž normala № shranou d tvoří, písmenou 6, a uvážíme-li, 
že tento úhel uzavírají směry 42, Me, Yo a l, m, т, bude 


COS G = cos À, cos Í | COS u, COS M + COS У, COS N 


*) Důkaz. 


Přímky DB a DC (obr. 11.) stanoví rovinu; nazveme-li úhly, 
jež tato s rovinami yz, zx а wy uzavírá 1, m, m, vneseme-li na 
tyto přímky od 0 délku — jedničce míry a označíme-li úhel sevřený 
přímkami DB a DC písmenem ag, obdržíme pro obsah trojúhel- 
пка DBC, jehož BD = D C= 1, rovnici P= sina. Dále víme, 
že průmět tohoto trojúhelníka na rovině yz jest Ру; == Pcosl, па 
ostatních pak 

Р..-- Рсозт a Pry = Рсозп, 
z čehož opět plyne 


_ Py B Pry 
cosl—= —р-› cos m = P а cosl= P 


ale obsah A jest pak: 
"es = 4 (COS ш соз Vy -- COS Шу СОЗ v), 
dále Ру: = W (cos Ду cos v — cos A cos vy) 
a Pray 1 (cos À сов ш — cos u cos Ay) 


Ру: соя u Соз Vy — 008 v боз 
Š ургоо ом 7 et ke, 
зіп 4 


қ сов у сов A, — CO8 À COS W 
rovněž cos m= — w 


sina, 
соз А COS шу — COS 2, COS ш 
SIN Ay 


сок m = 


jak bylo dokázati, 
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= NE 


a jelikož с+ ADA, = 90°, 
jest сов ө = sim АР A, 
následovně, polozime-li za cos 1, cosm a cos hodnoty, obdržíme 


COS À, (COS Ш COS V, — COS U, COS V) 4 
SiN а, 


sin ADA, = 


COS tty (COSV COS À, — сов À COSV) + COSY, (сов A COS ш — COS A, COS ш) 
sin ay, 


Pozorujeme-li čitatele tohoto zlomku, shledáváme, že jest 
determinantem stupně třetího: 
|cosA, cosu, cosy | 
COS Ау, соз, 6087, |. 
COS Ag, 608 Ше, 6087, 


sin AD A, = 


sina“ 


Dosadime-li hodnotu tuto do výrazu pro výšku, obdržíme: 
cos A, cosu, cos | 

POS; со, “COs, | >, АҚТ?) 
| 608 Ag, COS ty, COB Vy 


з 


sin a, 


Jest nam ale známo, že 
О COSA. Waa СОЗ “а” а COS mě 2, 
podobué rovnice platí pro eaf a z těchto vysvítá, že 


т у 2 
СОЗА =-->, с0и---5, cosov=-, 
а в РА. d 


kteréž v 77. vloženy, přivádějí nás ku 


2 y £ 
a a” g 
а а Д Yi ži 
~ Sin dy A та € 
° Ta Ys 2: 
čili | тн ЯШ Же 
p | аус Ms m 2а (5) 


ү у=” тоу с 
ef sin а, 2 
| та, Ye, “з 


Netřeba právě předpokládati, že by bod D byl počátkem 
soustavy souřadnic. Mysleme si, že by čtyrstěn DABC se 
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= BU = 


úplně v prostoru nalézal. Jednoduchou transformací převedeme 
případ tento na předešlý. Jmenujme souřadnice bodu D (xyz), 
druhých pak s vyz označujme přivěšujíce patřičné přípony. 
Pošiňme system XYZ rovnoběžně do vrcholu D. Bude míti 
každý bod vzhledem ku této nové osnově X, Y, Z, souřadnice 
menší o koordinaty bodu D, a obdržíme pro: 


D souřadnice 0, 0, 0, 

A А 2, -2, у-у, 4-4, 

В - La --т, Us ce Y, Za = 
a C = ty —2, %-), 23 — 2. 


Poněvadž vrchol I) jest počátkem nového systému, na- 
lezneme dle 78., že výška 


te 


I -X M- AW 

p= AE a=. ee mate te 

' ef sin а, Fa" Fe ce ш, 
|3а--7, уз — у, 4-7 


a protože „každý determinant Ize uvésti na stupeň vyšší při- 
pojením jednoho řádku, na jehož prvním místě stojí jednička 
a jehož ostatní prvky jsou veličiny libovolné a připojením sloupce, 
jenž ma s řádkem jednici co prvek společnou, kteréhož ostatní 
prvky však jsou nuly,“ můžeme psáti 


1, т, VA 8 
l 0 


U =- 


1-2, -M 3 
е(зіт а, |0, 2—2, у – у, 8 — 


Ы] 


? 


ta 


Ü, 2,-:, Ymy а-2 


neb užitím pravidla, že hodnota determinantu se nemění, při- 
čteme-li neb odečteme-li od jednoho jeho řádku nebo sloupce 
druhý řádek nebo sloupec, najdeme: 


l% M 24 

ЕЖ 1 1, X, ІЛЕ 2 

efsina, 1, Za 9) б 
1 


| as 23, W- 2; | 


ЫЛ . (50) 


Mimo tento výraz můžeme ještě jinou rovnici pro výšku 
obdržeti, pokračujeme-li: 
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V 87. v poznámce 2. jsme ukázali, že pro rovinu třemi 
body A BC procházející platí rovnice 
X У, 2, 1 
2, Yis A, 1 
Te, Yo. ey 1 
| £3, Уз» ёзу 1 
Délku kolmice spuštěné s bodu (x, y, 2) na rovinu vůbec, 
na př. na 
Az+ Dy + C2 + D = o, 
vyjadřuje analytická geometrie jak známo tím, že klade místo 
proměnných souřadnic т, у, z souřadnice bodu stálého a tento 
součet t. j. 
Az, + Ву + Ca + D= o 
dělí druhou odmocninou ze součtu čtverců součinitelů neznámých 
ж, у, 2, tak že délka kolmice se rovná 


Ax, + Ву, + C% + D 


vam 0 69 


V našem případu spouštíme kolmici s vrcholu D, jehož sou- 
řadnice jsou (2, уо, 2), na rovinu bodů A, B, C; jest tedy pouze 
zapotřebí v této (viz rovnici 41“.) místo z, y, z psati £o, Yo; 20; 
tudíž délka kolmice 


ty [W (zs — #3) + Va (zs — 8) + W (z, — #)] 
+ Yo [8 (Ta — zs) + gs (zy — ж) + # (z, — T2)] É. 
+ z, [7 (Yo — Ya) + Tx (уз — 1.) + zs (у, — 2) | 
| — [а (Ye #2 — Ya #2) + 2з (уз 2, — 24) + zy (Z — fa 2), 


Jmenovatel J je рїї tom 


[Y (Z — #5) + Ya (23 — 21) + Ya (2, — 2)]*+ (4 (аз = ға) + 

= +z (za — A) +43 (8 а) ЈА [а (Wa — уз) +% (уз — y) + 
+ z, (у, 9) ]°. 

Citatel není než nahoře napsaný determinant a jednotliví 

sčítanci v jmenovateli jsou též determinanty, proto můžeme psáti 
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s= SH —_,, , (82) 
Wis Жу: ble ig. Sey а; 2! ble 
Ys, 24, 1 + Z 1| + |e, Ya | 
Ys, 2, 11 Хз, бу, || 7, Ys, 1 


Rovnice tato se nezmění, jestliže v ní místo x, 7, 2, pí- 
бетше souřadnice z, w, 2. 


Tak probrali jsme základnu i výšku. Nyní přikročme ku 
oddílu třetímu, totiž ku: 


89. Stanovení krychlového obsahu čtyrstěnu. 


Pozorujeme-li základní vzorec 
V=ipo=1a.v, 
seznáváme, že vložením hodnot za výšku a základnu, kteréž 


jsme v $ 7. a 8 8. stanovili, můžeme konečně žádaných rovnic 
se dodělati. 


Známa jest nám z rovnic (42.—51.) výška, kteráž jest vy- 
jádřena hranami čtyrstěnu. 


Dáme-li hodnoty ty do rovnice 
V= 3 A 0, 
obdržíme následující rovnice krychlový obsah čtyrstěnu vyjadřující. 


«) Upotřebením 42. přicházíme ku: 


Аас? е? — e? (a*+¢% — 0) —а(с° — d+ e")? | 
V= үй —e?(a*+e?—f*)?+(a*+c*—b*)(a*+e7—f*) г (83) 
(с? — 4° + е?) | 
užitím 43. najdeme 
2 az, a*+ec?—b*, а? 4-е? – Г? 
288 F? = | a* + с? — 05, 2 c*, с — d? + e’ 
ја + ез — f*, ct — d* + et, 2 (3, | 


‚ (84) 
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ше аушы 


Ніейісе ku rovnici (44.), obdržíme 
— ad? — a? d+ — ф% e? — С — ctf? — ef | 
atb eba? а? е®%--а%с%[® +a? hb? d*+a? d* ft | 
F= h +b*weteta be азы аға ылар, 
+ bret ftp с еа 02 с btd f*— с азе? 

= аз ез f* 

Roynici předešlou můžeme též psati 

/Қаз + 45) (— a? аз + ТЫҒЫ + е? f>) + (b + ез) 
r=, Pip а БАЛАНЫ иа, (86) 


—c*f*) —ath?c? — ate? ff? —b? d* f?—c?2 d 363) 


(85) 


nebo Д (@@(—-@+ + e — d* + 24 f) + Б е 
you (а* — р? IL ез + аз 2. e*+ f°) +e f° (a*+5*— с? | (87) 
-1%4 Алақ басы ДЕД 
сасе | 
Jak známo, Ize si tyto poslední dva vzorce velmi lehce 


pamatovati. 
Upotřebením relace (47.), obdržíme 
čili ЧАР = [зер a t. n. (S) 
144 V2 = аз (е? — d?) (d? — f?) + bz (a2 — ез) (e — f2) 
+ e*(e2— (8) (ғ — de) + ažd?(— at + 0° +2)! (89) 
+b? е (02 64-е) с (а? 0° — с") — a2b2e? J 
Poznámka. 
Pro étyrstén primy mame 
144 V2== 2 a? сз d? + 2 a? b? d?+- 2b? с d? — at d? — U4 а? | 
— et d?—atb?c?; V 
rovnici tuto lze psáti též 
144 V? = d? (2 a? е? + 2 a? b2? 4+ 2 D2 е? at — bt с) — a? b2 ез 
а máme-li zření ku rovnici 28. a ku výrazu abe—4e A, obdržíme 


ЭТЕ (420) де 5 ҰР» 000) 


‚ (90) 


Pravidelného étyrsténu jest pak obsah 
o G Myar 
V= 1 2, užijeme-li pro v= vi а ' A s V8 « (92) 


Konečně máme obsah rovnohranného čtyrstěnu 


1 |2 02 (—at + be ej + 22 (at— 08 ch) | 5 
= М) + Bet (at + bt — et) — 4 atb? с? ieee 5 7) 
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m G 


K důležitým vzorcům přijdeme též následovně. Pozorujíce tvar 


2 a, а 4 с" — 0% а? 4 е – 
288 V *= |a? + ce? — 5 Е. с — d° + e° 
a+e?—f*, е – а +e, 2 в: | 


vidíme, Ze jej lze pomocí vlastností determinantů zjednodušiti. 
V té příčině násobme řádek první, druhy а třetí negativní jednicí, 
t. j. celou rovnici nutno násobiti tudíž (— 1)*, čímž nabude 
hořejší determinant tohoto tvaru: 


= 2 a>, —a—c4bh*,  —а%—‹%+[% 
— 288 V2= | —a?—c?+0?, — 2 e, —c?4+d*—e? 
| ае, —c?+d?—e?, = 9) Ж 


Poněvadž každý determinant stupně nižšího lze převésti na 
stupeň vyšší, užijeme-li téhož pravidla, jako v odstavci (8.), 
obdržíme 


12 аз, сз. ез 
= 0, — 2a’, bt—ct—at, аер" 
288 = — TARAN a = ot ee 
0, —42— 02-40%, — 20% — 04 d: — е" 
| W = аЗ—е%-+[%, 1 c* +L d° З є?, — 2¢2 | 
nebo, tvoříme-li determinant stupně pátého, 
|1, 0 0, 0, 0 | 
(0, 1. a’, es. е? 
988 72 = — as, 0, — 2a’, 0-0% а, аЗ—е%-+[% 
e* 0, —a*—ce*+)b*, - 2 (3, -¢?+d*—¢? 
ез, 0, а-ы —¢*+d* — ez, — 2,1 


а jelikož determinant mění své znaménko, zaměnime-li pospolu 
dva sloupce, tedy shledame, Ze přeměnou prvních dvou sloupců 


АД; 0, 0, 0 | 
1, 0, аз, 6%, өз 
958 W*= |0, а? 2 а?, фса, ае." 
0, е —а%—є?%-+1-%, — 243, — c+ 02-е? 
|0, «3, —а%—(‹%+[%, — tq da — es, — 2e 


Uživše známého pravidla, že hodnota determinantu se ne- 
mění, přičteme-li jeden řádėk ku druhému, obdržíme, přičteme-li 
druhý řádek k ostatním pod ním stojícím : 
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— л 


|0, 1, 0, 0, 0 

1, 0, at, с", ез 
988 72 = |1. až — а, b — a”, —a*+f* 
1, е — 0? +32, —¢% от 


1, е, —e* + fz, — е + 4, = | 
a přičteme-li druhý sloupec ku ostatním v pravo od něho po- 
staveným, nabudeme konečně výsledku 
Wed ds, db 
АУГА Уч. 
280 a 10:48 F оа .(94) 
1, es, 55, 0, аз 
ПС Ты дү АМ 
to jest velmi důležitý vzorec, jenž možno za hlavní pokládati, 
poněvadž z něho všechny ostatní odvoditi můžeme. 


B) V odstavci 8. jsme viděli, že výšku vyjádřiti lze neto- 
liko hranami nýbrž i úhly hranovými, stranovými a jinými ve- 
ličinami. Tak jsme na př. stanovili rovnici 52., dle níž 


d „Ap 0 P= 
y= аа)! — с08%а, — 6083 by — с08% Co + 2 cosa, cos b, cos с) 
а jelikoz 
Z M bude následovně obsah čtyrstěnu 
V=? def V 1— costa, — cosb, — cos*e, + 20080, cosh, cose, (95) 


a jelikož lze tuto odmocninu různě transformovati, bude V buď 


Pa qdef|/ sintet gH osin- EE н анана (96) 
nebo 

V=} def\ sins. sin(s—a,) sin (s —b,) sin(s—e) . . (97) 
a užijeme-li Junghannova označení, můžeme krátce rovnice 95. 
až 97. vyjádřiti výrazem: 

FZ КОЛА. a eo 000 Mee 009) 

rovněž V=jbedP, pak VotaceP,, 
koneéné V=tabeP,, 
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—i65) = 


t. j. obsah čtyrstěnu se vypočte, jestliže třetinu 
součinu hran, v jednom vrcholu čtyrstěnu se sbí- 
hajících, násobíme sinem téhož rohu. 


Víme však, že elementy geometrie vyjadřují odmocninu 
rovnice 95. determinantem stupně třetího; na základě toho 
bude obsah ha 

3 


=1def 


COS Cy, COs 0, | i 
COS Cy, 1; COS ау 
соз by, соза, 1 


čili, mocnime-li na druhou, 


(m R COS Cy, COS bo 
COS Cy, 1, сова, |... . (99) 
соз by, COS dy, 1 


86 Уз = d* ez f2 


anebo násobíme-li první řádek a první sloupec d, druhý sloupec 
i řádek veličinou e, třetí řádek i sloupec písmenou f, obdržíme: 


da, decos с, af cos by | 
86 W3— | de соз с, ез, efcosa,| « « (100) 
df cos by, ef cos ay, TS 


Poznámka 1. 

Z tohoto determinantu můžeme přijíti ku rovnici 94., násobíme-li 
řádky determinantu 100. po sobě — dvěma, tedy celý determinant (— 2)?, 
a zavedeme-li, dle věty Carnotovy, z trojúhelníků ABD, ACD, BCD 


snadno stanovené: 
— 2 de cos су = е? — d? — е?, 


pak — 2 df cos by = b? — d? — f? 
a koneéné — 2 ef cos ay = a? — е? — |? 


a převedeme-li tim povstalý determinant stupně třetího na stupeň pátý, 
zaměnivše zároveň první dva sloupce. 


Poznámka 2. 
Budiž d—e—f, pak by 
1, сов<, соя by r 


Соз Соз 1, соз s. wet a. to ROT) 
cos by, cosa 1 


V=} d, 


a jelikož v pravidelném čtyrstěnu úhly 
Ag = by == Со = 60% tudiž cos а, — сов by == COS Co == СОН 60 == } 


a mimo to d=¢— f = а, 


Ant. Sourek. О tetraedru. 5 
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jest V= la. 


Poznámka 3. 
Mysleme si, ze bychom méli 
kterémz 


pravoúhlý étyrstén, t. |. onen, ve 


ао = bo = o, = 90°, 


pak jest COS Qo == COS фу == COS Co = cos 90 == 0 
l, Cosy, соя by | 1, 0, 0 | 
čili Сов ао, |і, С080% |= |0, 1, O}] m1 
соз be, соя Co, | л 1 | 
následovně jeho obsah Væ} def . co 9 (COR) 


Jestliže d = e= f, 
čtyrstěn о obsahu V= | ds. 


byl by to rovnoramenný pravoúhelný 


v) Vyhledávajíce výšku přišli jsme ku rovnici 


v= 169° P, P, P. def 
F A 
pomocí které lze 16% obsah tetraedru vyjádřiti. Poněvadž 
8W= def P 
a jelikož 3V=A0 
jest i defP=A.v neboli def= =>, 
, -A DE AN 
následovně v? = 16 g? —' А P 
„ + 
neboli 0160" ie 
p p p 
a v=4e ie 


a proto obsah čtyrstěnu 


Гр рр 
3 /-ағ-ал | Pe 


P 


Ale i tento výraz lze jednodušeji psáti, víme totiž, že 


tudíž 
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=n — 


čili V= АА RP i we ве”. ‚Р, | 
РР, P PPP 
=: [ran 3 lede ҰНЫ. 


což vyjadřujeme slovy: Obsah čtyrstěnu je roven tře- 
tině součinu ze stran jednu stěnu tvořících náso- 
benému druhou odmocninou ze součinu sinů rohů 
této stěně přilehlých, dělenému sinem rohu této 
stěně protilehlého. 


(108) 


©) Jak známo, vyjádřili jsme v $ 8. výšku hranami a stě- 
nami vrcholu Р, při čemž nalezli jsme 


T efsina, | +2V Feta, DPA (EPA, 
а jelikož základ A = S/S" to 
bude obsah V=1A,0= 


JaV ester ишо сы Si 


ғ) Mimo to ukázali jsme, Ze 


4 iat PN E 4%... ee эш = 3 
— >. m wenn oe ks з„— 0 ‘Os 
= = V соз? и — 008° B — сов? у — 2 cos « cos В cos y 
dale pak, že A= eÍ sin а, 
a jelikož b A, З У, 
bude ім WO Be) eee 
p= 1 йе тз V —cos*a — cos*B — cos*y —2cosacosBeosy (105) 


aneb, ježto stálý poměr ao = = M, obdržíme 


V= !defM V 1 — сов" a — соз? B— cos? у — 2 соза cos В cosy 
V= аем —cos os tA +? соз = Eara Etoo = Sp (106) 
rovněž | 
V= !def MV — cos о cos (6 — «) cos (G — В) cos (0 — у) | 

ҒЫ 
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= a 


nebo všeobecně Vm i def MI, | owe. 2 (ТОТ) 


t. j. obsah čtyrstěnu rovná se třetině součinu hran 
v jednom vrcholu se sbíhajících násobenému mo- 
dulem toho vrcholu a jemu náležejícím sinem po- 
larního rohu. 


£. Zrovnice vi = ЕЛ, 
Ize po odstranéni def jednoduchy vyraz pro vyšku a obsah 
tetraedru vypočítati. Znamof, že 


defP=3V a 8V=Av, 


tedy Av=defP a ztoho а= S 
TI, H, П 

proto ea e Т Ts a 

, TI, IL, П. 
následovně vAt=4A?. Da 
a tudíž 3V= ran П, m= A ЕШ П, | 

я 3 я (108) 
=e мпп i, ="? Va HH, H, 


což znamená slovy: trojnásobný obsah tetraedru rovná 
se dvojnásobné základně dělené sinem polarního 
rohu základně protilehlého, násobenému druhou 
odmocninou ze součinu základny a sinů polárních 
rohů základně přilehlých. 
Ale poněvadž v $ 7. v poznámce první jsme ukázali, že 
A ду Жа 22 


= ӘІС 


ПЕ ubo ОП; 
a označíme-li za příčinou krátkosti stálou odmocninu 
VAT 1,1, =V A, ПП, П,-У A =V A, 11M, =o 
nabude nahoře uvedená rovnice všeobecného tvaru 
BAD С ж... (109) 
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") Pokračujeme-li v pozorováních svých dále, přicházíme ku 


vzorci _ 0) te Vg 
= д9 IT? 
a prohlížíme-li formulky v odstavci sedmém vyvinuté, spatřujeme, 
že A= и M M, M, M, П = M II, 
protoz Av= a 
i r Mt 
nebo-li Y= on A olo o lec c, ode ИЮ) 


t. j: Obsah čtyrstěnu rovná se součinu tří jeho 
výšek, dělenému dvanácteronásobným sinem rohu 
čtvrté výšky. 

Vzorec tento odvodil způsobem jiným, velmi pěkným, prof. 
Dr. G. Blažek a uveřejnil jej v „Časopisu českých mathematiků“ 
ve sv. 3. pag. 274., s tim rozdílem, že často jmenovaný sinus 
polarního rohu, totiž 


+ (1 — соз? а — cos? В — сов? y — 2 cos а cos B cos y) 
= — cos 6 cos (G — а) cos (G — B) cos (G — y), 


označuje jen IL kdežto my, po příkladě Junghannově, dovolili 
jsme si tutéž veličinu |12 nazývati, píšíce: 


2 П = V1— cos? a — cos? B — cos? у — 2 сов « cos B cos y. 


9) Vedle toho stanovili jsme výšku vzorcem 67., dle ně- 


hož jest: va v d 
= зак I sin a 
a jelikoz A = OC IT, 
0. Uy d 
obdržíme == луз Қ) 22222 2 e 
Podobné 
тта _ 006 ма Uf _ те _ VUZE 
 6sima, 6588, 65у 658 6siny, 


сой pravi: krychlovy obsah étyrsténu rovná se še- 
stiné součinu dvou výšek a hrany, kteráž jest prů- 
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== О 


sečnicí К výškám příslušných stěn, dělenému sinem 
úhlu, jejž uzavírají obě zmíněné roviny. 


t) Jelikož ale z rovnice 


a теа 
— acotg a, + b cotg B, + c cota 7 


čili Шы V(a+b+e)(—a+b+o@—b+0) (а +0 – с) 
2 (а cotg a, + 6 cotg В, + с cotg y,) 
а poněvadž 
A=1V@4b4+0)(—atb4+0) (а — b+ с) (446-0), 
jest tudíž 
= 2A? 
— a colg a, + b cotg В, + e cotg 7, 
‚ (a4+b+c)(a—b+e)(—a+b+eo)(a+b—e) 
i а cotg a, + b cotg B, + с cotg y, | 
_ 2s(s—a)(s —b)(s—c) 
“а eotg a, + b cotg B, + c cotg y, | 
Tuto větu můžeme vyjádřiti slovy: trojnásobný obsah 
čtyrstěnu rovná se dvojnásobnému čtverci základny 
dělenému součtem součinů stran základny a co- 
tangent úhlů stranových v hranách základny obsa- 
žených. 


(112) 


x) Vyjádříme-li strany a, 6, c poloměrem základně opsaného 
kruhu, najdeme: 
- 2 о stín a, sin b, sin с; 
= jn а, cotg a, + sin by соға B, + sin ey со!) 7, 


abe 
40 
a jelikož © abc = 8о?вїп a, sin b, sin сұ, 


a poněvadž A = 


bude A= 2 0° sin a, sin by sin с, 
4 0? sin? a, sin? b, sim“ с, 
sina, cotga, +sinb,cotgB, +sinc,cotgy, 


a tudíž з= (118) 
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== = 


t. j obsah čtyrstěnu rovná se čtyřem třetinám sou- 
činu ze třetí mocniny poloměru kruhu podstavě 
opsaného a čtverců sinů všech úhlů základny, dě- 
lenému součtem součinu sini úhlů základny a co- 
tangent jim protilehlých úhlů stranových. 
Tuto poučku můžeme též psáti: 
A? 


a ! 
sV= - IU PE SS 
о (sin a, coty є + sin b, cotg B, + sin e, cotg y,)' „bo 


4) Kromě uvedených zde vzorců vypočítali jsme výšku 


_ 2, y 
= Sin «|, 
následovně өл 2AA gin “ 
a tudíž W sea Z atd. (115) 


t. j. krychlový obsah čtyrstěnu rovná se součinu 
dvou stěn a sinu úhlu těmito stěnami uzavřeného, 
dělenému 3násobnou, oběma stěnám společnou 
hranou. 


u) Pomocí této věty můžeme vyhledati jinou poučku krych- 
lový obsah tetraedru vyjadřující. 

Známo jest, označíme-li výšky v stěnách A a A, ku hraně 
a vedené Ла А, že 


а: 
Мех; 
podle 71. však v= h sina,, 
protoz Ps lakhs): -o fle) 


со2 znamena: krychlovy obsah étyrsténu se vypoéte, 
paklize jednu Sestinu libovolné hrany nasobime 
výškami (stěn) kolmo k této hraně vedenými a to 
pak násobíme sinem úhlu sklonu obou stěn ve zmí- 
něné hraně se sbíhajících. 
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З= ту. 


v) Jelikož víme, že v= e sin c, sina, 


be sin ba 
-= 2 
J 8 ace sin b, sin с, sin в 
následovně V= SS ал | 
› 
А А š , ; š ' (li 
_ def sinay sin by siny _ bed sina, sin b, sin у, О) 
кы” ЭЙР И am АИТ - 


atd., z беһо2 plyne véta: Obsah étyrsténu jest roven 
Sestiné součinu hran v jednom vrcholu se sbiha- 
jících, sinů úhlů, které tvoří jedna z těchto hran 
s oběma ostatními a sinu sklonu obou rovin ve zmí- 
něné hraně se protínajících. 


č) Myslíme-li si sestrojený průmět hrany 4 na rovině 
ABC=A а je-li úhel obou těchto útvarů (d, A), tedy jest 


dle 72. v=dsin (d, A) 


besi 
a poněvadž A= <S ылы 
jest tudiz V= !bedsina sin (d, A), . . . . . (118) 


kterýžto vzorec vyjadřuje poučku: „Obsah čtyrstěnu jest 
roven šestině součinu hran v jednom vrcholu se 
sbíhajících, sinu úhlu sklonu hrany jedné na ro- 
vině druhých dvou a sinu úhlu, jejž tyto dvě hrany 
uzavírají. 


o) Důležita ү jest шейш věta. Z rovnice 73. vysvítá 


„= A а БТ А.П а AZA, 
I 


následovně V= 2V A, As A; П 2\ A A,A. П, 
s . (119) 

=Ф/АЛ„А„Л ={\У/ АА 2,1 
to znamena slovy: АУ obsah étyrsténu rovna 


ве dvěma třetinám druhé odmocniny ze součinu tří 
stěn a čtvrté stěně protilehlého sinu polarního rohu.“ 
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Poznámka 1. 


Tato věta dá se zavedením hodnoty pro sinus polar. rohu též psáti: 
ИМ Aa . VT— сова — сов? — cosy — 2 cosa cosh созу. (120) 


Poznámka 2. 
Kdybychom měli pravoúhelný tetraeder, tedy víme, že 


1 
" 7а 2 Мм A: № 


а tudíž obsah Fat YS A Уа  - - м1 
Poznámka 3. 


Užijeme-li těchže transformací jako v rovnici (76.), obdržíme : 


ZAST As + As At 2@ Ду As онд | 
Fæ VAN -24 Aa cosy + 2 Ax Aa соз (В — Y) [A | (122) 
+A2*+-Aa*—A*—2A1 Дасоф-2/ 4 Ancosy | ` ` 
+2 As Aa cos (8 +y) 


Poznámka 4. 
Klademe-li v rovnici 119. za veličiny A+ a A, hodnoty 


AAV% a Aso SE 


jenž vzájemným dělením těchže rovnic lze vyhledati, obdržíme nám již 
z 108. známý tvar 


л) Tak stanovili jsme dle prvního základního vzorce celou 
řadu rovnic vyjadřujících obsah čtyrstěnu. 

Jest nám však ještě o těch výrazech a vzorcích promluviti, 
k nimž nás analytická geometrie prostoru vede. 

Ukázali jsme, že jsou-li úhly A, u, v; A u,v, а Àz t V 
úhly, jež uzavírají průvodiči DA, DB, DC (obr. 10.) s osami 
pravoúhlé soustavy souřadnic, jest 


{ |°% А, сози, cosy 
a 
= COSA,, созшщ, COSV, 
Sin ау 
COS Ag, COS fy, COS Wq 
ef sin ay 
а A= 2% 2712 
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ie 
tudiz cosa, cosu, созу | 
cos Ау, COSH, cosy,|. . 
| COS Ag, COS us, COS Vy 


pez, daf 


% 


ke (әз) 


Transformaci ve vzorci 78. naznačenou, přijdeme ku 

2-1 ЖУ 

т, Yis 2 
[Way Ya 2 

jenž platí pro onen čtyrstěn, jehož jeden vrchol zároveň po- 

čátkem jest soustavy souřadnic a kterýž přejde buď v 

%-2, у—у, 4-2) 


К=з ee л eee ЭИС 


ее 9 су, Жы = !je . .(195) 
| % — z, Уз у, 4-2 
anebo ү ӘЗЕР И!) 
ы” v ғ 
Fz 1 , Іі» Уі, 1 А 
11, Z< Ye, # (1%) 
I, т, Yay M 


přihlížíme-li ku vzorcům 79. a 80. majíce zřetel ku tetraedru 
úplně v prostoru se nalezajícímu. 


K témuž vzorci Ize přijíti cestou jinou, násobíme-li rovnice 
81. a 82. plochou A. Dle první jest 
A z, + Ву, + C 2, + D 
Q= ыты ee 9 
үд + B: + OF 


neboli dle druhé Zr Yo % l| 
nom Ж 
| Ty Ys % 1 
|% M 2, 1 


жы? ы ғ 1 G gip 2 Ë 
Ye 86 De ЖОЕ ss: I 
k # I | T 8 1 Ty W 1 


Pro trojúhelník jsme ale nalezli 


1 % 11 jm ж 1 Iz у, 1“ 
AIVA РВС: |у, ж ы Za Sa 11 + ш W 1 
ТЕГЕ. [аз # 1 © W 1 
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Následovně jest hledaný obsah čtyrstěnu 
V= (Аз + By + Са + D) 
nebo V=4i(Az+Dy+Oz+D ..... (127) 
polozime-li 2 =z, 47178 z = z. 
Rovněž najdeme násobením obou předcházejících výrazů 


E, UE жй К 
r т у 2 1 
racine ы Goi УҒА, a 
- Ta, Yar Fa, 1 (02 ) 
Газу. Yar бы 1 
píšeme-li místo Za, Ya, Zo veličiny т, у, z, а tim obdržíme 
tentýž vzorec jako 126. 


Rozvedeme-li ale tento determinant, přijdeme ku tvaru: 


z [y (z, — 23) + Ya (zs — 21) + ts (z, — £2)] 
+ у [2, (z, — Ty) + z, (zs — 2) + (z —X_)| | 
v= | + 2 [z (Ye — Уз) + 4% (Uy — аз (Wi — А. (128) 


— [г (уз 23 — Ya Za) + zs (Ys 2, — M 23) 
+ 73 (у #2 — M 2\)] 

K těmto vzorcům lze i jinak dospéti. 

Dr. Gůnther ve svém: „Lehrbuch der Determi- 
nanten-Theorie“ vyjadřuje výšku podle Duhamela a při- 
chází k témuž výsledku jako my. 

Jiný postup počtu zvolil professor Dr. Fr. Studnička 
v „Úvodu do analytické geometrie prostoru“, a opět 
jinak k témuž resultátu přichází Haberle. 


о) Mysleme si konečně, že by byly dány čtyři roviny: 


1. axz+bhky+az+d=a 

2. dy £ +b, y + ege+d,=0 dále 

8. a, z+ b, wa +e z+ d,—0 a konečně 
4. а, z+ b, y +i 2 + d, = 0. 


Tyto čtyři roviny uzavírají čtyrstěn, jehož obsah určiti budiž 
naším úkolem. 
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Za účelem tím jmenujme souřadnice průsečíku rovin 
2, 8-а 4, t. утса AS хт, е. 
dále průsečíku rovin 
(3,4 a 1, t j vrcholu B= (z, 4, а) 
a opět nazývejme souřadnice průsečíku rovin 
ЕП ор лініп (ез (70402) 
a konečně buďtež souřadnice rovin 
i, BYE, Еу vrcholu D= (2, Ys 2). 
Uréenim téchto soufadnic jevi se obsah, jak jsme poznali, 
m% 4| 
. 7, 3), 2 
э “ay Wey Z 
> as Ym aj 
Jedná se tedy o tyto souřadnice. Známo jest nám z theorie 
determinantü, jakým způsobem se neznámé z rovnic vyhledávají. 
Na základě těch pravidel obdržíme z rovnic 2., 3. a 4. 


1 
1 
СМ 
11 


d, қ е | 
— id; b, a 
d, by сє, A, 
1 - - - ` 
Is 8% % | D, 
а, by с, 
а; by с, 
rovněž ae % t 
— |4; а, е, 
a, d, o, В, 
fer oo ee 
Gy b G | ' 
lay 8, б 
а, б, © 
podobné a, б dz 
—|a, by d, 
s a, b, 4, O 
а, Os Cs = А 
a, б, с, 
4, % < 
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= 79 =a 
má tedy vrchol А souřadnice: 


et ge Оа 
= dosky Satin 


Kombinací rovnic 3., 4., 1. nabudeme souřadnic vrcholu В 


52 В. Ы 

totiž: = т = D. а 4= Dp 
jestlize dy; Gan 65 422 54-76; 
4, = dy, by, Cyl, В, = — 104 dy, сұ 
4, 5, с а., da 
4;, by, d, аз, 8,, еҙ 
C = —|4;, by, d, a D, = + U, Das Gy 
a, б, 4 а, б, с, 


Z rovnic 4., 1., 2. určiti můžeme souřadnice vrcholu С 


ар. А В. 2 
totiz: a 7; 34 ae D а 2, == B 
jestliže položíme 
g; 6 © 4а 4 Ci 
A =— 4 B al; Bo=—\a, 4-4 
G Қ о ба 4 % 
рак а, Ó d a, bi с 
G=—a b a, к. Dia. 100 76 
a 0, 4, a, b % 


Konečně snadno lze vyvinouti souřadnice vrcholu D z rovnic 
1., 2., 3. Tyto pak budou míti tvary: 


=й А, k B, — C, 
z |= т,” У, = Di = 1 D 
kdež D, -- (а, b, е); 
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ostatní determinanty A,, В, a С, mohli bychom jako dříve vy- 
jádřiti. Zavedeme-li tyto souřadnice do rovnice 127., obdržíme 


Ai Р 
у То): Е рл 
A, В, д 1 
<у- D' DM DM | 
4 В G || 
Dar D,’ В, 
5 28. Opes 
D’ D? р, 
neboli Ai Bis бы D 
‘P= 4,, В,, G, D, 1 


А,, В,, C3, Г, D, D; Р, D, 
| Ay, By, Ca, D, 


anebo, upotřebíme-li druhého označení pro determinanty: 


(A, В, G, Р,) 


V— ` 
p= DIED, Di 


. . . . (129) 
Poněvadž však 
„= (а,в), D, =(а bs e), Da= (as baci) а D =(a,b, es) 


a jelikož ukázati lze, že čitatel rovnice 129. není, nežli třetí 
mocnina determinantu (a, b, сз d4), proto můžeme psáti 
= (a, 8, с; d4)? 

(а, b, cz) (as b, сл) (Gs ba с) (G, bi ea)” ` 


6 V . (130) 


kterýžto vzorec velmi lehce lze si pamatovati, poněvadž čitatel 
jest determinantem součinitelů neznámých a stálé veličiny а 


v daných rovnicích rovin; jmenovatel pak jest součin poddeter- 
minantů čitatele. 

Důležitý tento vzorec pochází od Joachimsthala, který 
jej uveřejnil ve svém pojednání „Sur quelques applica- 
tions des Determinants a la Géometrie“ ve sv. XL. 
pag. 25. Crellého „Journal der Mathematik.“ Jiným postupem 
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= HK 


přišel k téže větě Dr. Dostar v pojednání: „Le triedre et 
le tetraědre.“ 


Mohli bychom zavedením Hesseových a tetraedrových 
souřadnic rovnicím tuto odvozeným jiných tvarů dáti, jak to buď 
Grunert ve svazku 53. pag. 317. v pojednání „Flácheninhalt 
des Dreieckes etc.“ ukázal, anebo Dr. R. Heger v „Grundformeln 
der analytischen Geometrie des Raumes in homogenen Coordi- 
naten” na str. 17.— 20. ve svazku 16.: „Zeitschrift der Mathe- 
matik und Physik“ od Schlémilcha, uveřejněném provedl, ale 
tím bychom nepřišli ku žádným hlavním vzorcům a byli bychom 
nuceni, mnoho pomocných vět předeslati, čímž naše práce příliš 
rozvláčnou by se stala. 


Tím končíme čásť druhou a přicházíme ku části poslední, 
jejíž úkolem jest shrnouti jiné vzorce, kteréž přímo nelze odvo- 
diti ze základního vzorce. 


Poznámka. 


Rovněž pomocí analytické geometrie lze souřadnice vzorce 126. hra- 
nami abcdef vyjadriti. Proto násobme rovnici: 


E000 
0, 1, A Жа 
6V=/0, 1, а, yo 4 
0, 1, 2, уз 2, 


0, 1, 2a, уз, 


vyrazem G1 0 0.6 


0 z; т. 
0 Ta W 


ч 

| 

| 

5 
«мз ы 


Čímž obdržíme, označíme-li zp zq + yp Yq + Zp 2 = Хар 2%, 


0, 1, je 1, 1 
> % 


з аул, Бадал, 52544, Sarr 
‚ Sty ta, 534, Blots, 54,5% 


56 E- 
| , BH Ly Ejaan 2442, Ег, г, | 


1 
I, Жау, ақау, Рада, у 
1 
1 


Nyní pokračujme Ше Dr. Studnitky: „Násobením posledních čtyř 
řádků s (— 2) a dělíme-li prvni sloupce (— 2), tedy celý determinant (— 2)?, 
přičteme-li mimo to k prvkům 
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= СОС 


druhého druhého PNE 
třetího | (sloupce | | třetího | f řádku \ = ts Xs | k 
čtvrtého [ | řádku $, | V sloupce | | Day ay | rát 
pátého | pátého Z mz, z, 
1 řádku 1“ 
p ДООЛ ыр: 


hodnotu prvniho eon) ae prvniho Ù sloupce J 


hrany souřadnicemi vyjádříme, rovnici 94., t. j. 
b t IP 17 
1 0 aa bh a 
1 2 0 1 е 
мао P 
1 ct @ f2 O 


——— Et 
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Cast třetí. 


Jiné věty obsah čtyrstěnu 
vyjadřující. 


DE 


Ant. Šourek, O tetraedru, 6 
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|, [ү I і І cere у. ч 


Шиша yo neo vlóv opil 


Ашуу. 


§ 10. 0 nejkratší vzdálenosti dvou mimoběžek. 


Přímka, která dané dvě mimoběžky Р, a Р, protíná a k nim 
kolmo stojí, slove osou těchto dvou mimoběžek a úsečka této 
osy O mezi přímkami P, a P, jest jich nejkratší vzdále- 
ností. 


Poněvadž učebné knihy naše opomíjejí uváděti tuto větu, bude úkolem 
naším ukázati, že skutečně tato osa kolmo jest ku daným dvěma mimo- 
běžkám a že jest mezi těmito přímkami nejkratší. *) K tomu konci myslemo 
si, že by přímky AB a CD (obr. 12.) byly dvě takové mimoběžky, t. j. 
přímky, které se neprotinaji ani ve vzdálenosti konečné ani nekonečné, 
z nichž první A B nalezej se у průsečnici dvou na sobě kolmých rovin 
R a Ry, kteréž druhou mimoběžku CD v bodech C a D sekou. V těchto 
bodech veďme kolmice CA a DB ku průsečnici rovin R a R, а doplůme 
úhel ABD, vedouce DE | AB a АЕ || BD, vobdélník ABDE. Spo- 
jíme-li E s C, obdržíme CE, jako průsečnici dvou rovin CHD a CAH, 
jež k vůli krátkosti о a о označovati chceme. V rovině о, veďme AF | CF 
a v о přímku F'G | DE a v průsečíku této s CD vedme G H | AF. Pak 
jest GH osou obou mimoběžek, neboť přímky АВ, AC a АЕ jsou podle 
konstrukce na sobě kolmy a každá z nich jest tedy kolmá i na rovině dvou 
prvních; poněvadž přímka AF nalézá se v rovině о, přímek A E a AC, 
jest tedy A B, jsouc kolmo na оу, kolmo i na АР a jelikož FG | AB, 
jest obrazec AFGH obdelníkem, jelikož strany tohoto obrazce na sobě 
kolmé jsou. Následovně jest přímka AF kolmá na rovině © a tudíž jest 
přímka s ní stejnosměrná GH | о, jakož bylo dokázati. 

Že přímka tato jest nejkratší, vysvítá z následujícího. Volme si na 
přímce CD libovolný bod J а sestrojme v rovině о přímku JK| DE 
a vzdálenost J od AB jest A K, poněvadž úhel BA K jest úhlem pra- 
vým. Přihlížejíce ku trojúhelníku АҒК poznáváme, že jest týž při F 
pravoúhly a jest již dávno dokázáno, že odvěsna kratší jest přepony, tudíž 


*) Jiný a kratší důkaz viz ve spisovatelově: „Crepeomerpua“ pag. 14. 
nebo Dra. G. A. V. Peschka: „Darstellende und projective 
Geometrie“ pag. 90. 


6% 
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i AK> AF, poněvadž každý jiný bod přímky СЕ sbodem A spojen, 
takovou přeponu zobrazuje, jest tudíž АҒ nejkratší z nich i nejkratší 
vzdáleností obou přímek. 

Přihledněme nyní ku čtyrstěnu. Pozorujme na příklad hrany 
BC=a а "аш AD = d. Obě tyto hrany jsou přímky mimo- 
běžné a proto můžeme dle předcházejícího sestrojiti přímku, osu 
zvanou, kteráž obě v úhlu pravém protíná. 

Jmenujeme-li nejkratší vzdálenost těchto dvou hran veli- 
činou », bude nám ukázati, jak se této hodnoty užívá při určení 
krychlového obsahu čtyrstěnu. 


$ 11. 0 obsahu čtyrstěnu nejkratší vzdáleností dvou 
hran vyjádřeném. 


Carnot ve své „Géometrie de position“ uveřejnil poprve 
větu, kteráž v brzku Chaslesem upotřebena byla ve statice. Věta 
tato, o kterouž nemalých zásluh si získal prof. Dr. G. Blažek 
v pojednání svém na stránce 272. v „Časopisu českých mathe- 
matiků“ ročníku III. uveřejněném, a kteráž mimo něho vzbudila 
pozornost mathematiků Legendra, Dr. Grunerta, Dr. Gůn- 
thera, professora Kleina v Erlangách, Oelschlágera, 
Dr. Stammera v Důsseldorfu a redaktora Hoppeho, zní 
takto: „Obsah čtyrstěnu rovná se Sestému dílu sou- 
činu dvou hran protilehlých se sinem sklonu jejich 
a nejkratší vzdáleností obou.“ Jsou-li tyto hrany a a d, 
úhel jimi uzavřený ©, a vzdálenost nejkratší jich obou т, zní 
tato věta též: 

V= ladnsm o. 

To chceme dokazati! 

Opirajice se о pojednání Dr. G. Blažka, dovolíme si, úlohu 
tuto elementárně a analytickou geometrií řešiti. 


1. 


Daný tetraeder budiž A BCD v obrazci 13. Doplňme tento 
čtyrstěn v rovnoběžnostěn, jehož obsah rovná se základně náso- 
bené výškou. Touto výškou jest ale nejkratší vzdálenost n hran 
a a d, neboť tyto nalezají se v rovinách ADE а ВСЕ, kteréž 
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spolu rovnoběžny jsou. Základna pak jest trojúhelníkem, jehož 
obsah rovná se součinu 


FB.BCsin FBC 
2 
neb, «Жо FBtAD=d а BC=a athe FBC= Ф, 


ad gae 


jest АВАС 


Poněvadž ale čtyrstěn rovná se třetině hranolu o témže 
základu a výšce, bude tedy jeho obsah 


Væ adn smp -CEE С (151) 
což bylo dokázati. 


Úhel těchto dvou protilehlých hran můžeme ještě hranami 
čtyrstěnu daného vyjádřiti. Sestrojme podle Carnota v rovině 
základny rovnoběžku AX s hranou CB (obr. 14.) a bude úhel 
přímek AD a AX, to jest DAX, hledaným úhlem obou 
mimoběžek. 


Abychom tento úhel stanovili, volme bod A za střed koule 
a koule ta měj za poloměr jednici. Jest pak sečená v bodech 
М, N, P, © od hran AD, AC, AX а AB, nazývejme pak 
oblouky МР = (а, d), dále ММ-е, N9=a, М0-% 
a NP=180— ACB čili NP = л a. 

Ve sferickém trojúhelníku jest dle známé první základní věty 

cos (a, d) = cos e, cos (x — es) + sin с, sin (x — es) cos В, 
čili cos(a, d) = — cos e, cos с, + sin e, sin с, cos B,. 

V trojúhelníku MNĚ jest však 

cos б, = cos a, cos e, + sin a, sin с, cos B, 


008 b, — 008 а, соё с, 


z toho cos B, = Р - 
sin а, зіп с 


což v hořejší rovnici vloženo, dává zjednodušený tvar 


sin с. 
cos (a, d) = — cos с, cose, ta 2 = (сов b, — cos а, cos є). 
sina 


Jelikož dle věty sinusové 


Sin Сз : Sina, = с: а, 
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— 86 


budet nejprvé 


- (8; sim с 
сов (а, d) = — cos e, соз сз + sincs cos b, — —— cos a, cos с, 
Sin a sin а, 
nebo-li 
sin ? Cg Г sin єз] 
cos (a, & cos b, — соз с, | 608 с; + cos a, —— 
ao = sina, 976 š "sin а, А 


c H z 
= — cos б, - cos с, | со е; + — sina, 
a a 
a po zjednodušení jest 
а cos (а, d) = c cos b, - с 608 a, COS с, — а COS с, COS с; 
a poněvadž b = a eos сз + с eos W, 
tudíž “a cos (a, d) = c. cos b, — b cos с. 


Ale poněvadž dle věty Carnotovy jest z trojúhelníků ABD 
a ACD 


з te? 
cos b, = eae’ 5 
“СС 
dále pak cos © = nů, 
následovně 2ad cos (a, d) = с + f? — b? — e?,*) ... . (132) 


; Pape dt л з T° 2 2 2 зүз 
а sin (a, @) = 5) а 4° — (c? + f? — b° — ез), 


kteráž v rovnici 131. uvedena, dává následující výsledek: 


yaa 4а? d= — (ec? + f? — b? — еЗ)? . . . . (183) 


anebo V= = | (даа--е*--{—Ьз—ез)(дай—еєз—{--Ьз--с%) (184) 


rozvedeme-li odmocněnce. 

Dovolíme si ještě poukázati ku některým důkazům, kteréž 
pro svou jednoduchost zajímavými jsou. 

1. Na prvním místě zmiňujeme se o důkaze professora 
Dr. Kleina, uveřejněném Dr. Gůntherem. 


*) Týž vzorec lze pouhým promítáním hran čtyrstěnu a užitím Carno- 
tovy věty nabyti. 
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Prvé nežli k odvození této věty přijdeme, chceme ukázati, 
že hrany a a 4 ve svých směrech pošinouti lze, aniž tím změ- 
níme velikost čtyrstěnu. Mysleme si, že by byl dán čtyrstěn 
ABCD v obrazci 15. v němž pozorujme hrany a а d. Pošiňme 
hranu BC vesměru BC do E, ийсе ЕЕ- BC=a a spojme 
body E, F s А, tím povstanou АЕК = ABC, jež s D spo- 
jeny dávají ARF D= ABCD. 

Dejme tomu, že bychom dle předešlého odstavce sestrojili 
nejkratší vzdálenost mimoběžek a а а, kteráž budiž DM, je 
pak X BMD=MDA=90". Učiňme MN= ВОС = а, pak 
jet DMNA = ABCD а jeho obsah 

V=i1MND.AO 


MND jest při M pravoúhlý a rovný “Z avýška A O = d sin g, 


následovně V=! adn sing 
= С ы 


2. Tutéž rovnici možno stanoviti z věty Wittsteinovy, 
jež zní: „Obsah tetraedru rovná se dvojnásobnému 
střednímu řezu 8 násobenému + vzdáleností hran 
tomuto řezu rovnoběžných“ t.j. 


sE ší lo Oy. 3 M. ш PBS 


Tuto větu můžeme přímo ze Simpsonovy odvoditi. Dr. Stu- 
dnička vyvozuje na stránce 214. druhého dílu své: „Vyšší 
mathematiky“ větu, jak můžeme obsah tělesa ze středního 
a jemu rovnoběžných krajních řezů určiti. Jmenujeme-li H výšku 
obou omezujících spolu rovnoběžných ploch L a P a střední 
řez 8, zní tato věta: 


V= ŠL 448+ Ph. 


Vedeme-li hranami a a d čtyrstěnu omezující plochy L 
a P, bude L= Р= 0 a píšeme-li (což snadno dokázati mů- 
žeme) H=n, jest k 
ЕЕ 2485 
v= 5 .48 = 8 
Tento střední řez S jest však rovnoběžníkem, neboť povstává, 
jestliže body M, N, P a © v obrazci 16., kteréž středy jsou 
hran AC, AB, BD a DC, rovinu proložíme a o průsečnících 
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této roviny se stěnami lze ukázati, že MN= PQ = la, po- 
dobně MQ= N P= 14. 
Obsah tohoto řezu jest: 


S=MN.MQsing= “s Ф, 


následovně, zavedeme-li hodnotu tuto do 135. rovnice, obdržíme 
pro obsah ота. | 
= л ГЕ 1 adn sing. 


To jest důkaz Oelschlágerův. 

Ostatné dokazuje tutéž větu čistě trigonometricky a pak 
pomocí integralů Hoppe ve svazku 57. Grunertova Archivu, 
chtěje ukázati Dr. Gůntherovi,*) že jeho „nejjednodušší důkaz“ 
téže věty přece není nejjednoduším. 


2. 


Konečně můžeme větu tuto i analytickou geometrií pro- 
storu odvoditi. Dejme tomu, že by přímky P a II (obr. 17.) 
byly dvě mimoběžky. Na první z nich volme si bod M (z, Yo Zo), 
na druhé pak M, (z,', yy‘, 27). Budiž přímka první úhly с, B, у, 
druhá pak о), i, у, v pravoúhelné soustavě souřadnic stanovena. 

Nejkratší vzdálenost obou přímek jmenujme NWN, a body 
N a N, nechť jsou určeny souřadnicemi (т, y, 2) a (2, y 4). 
Tyto souřadnice vyhledáme pomocí souřadnic bodu M a vzdá- 
leností jeho + od bodu У a pak koordinatami bodu N, a vzdá- 
leností jeho 7, od M,. Jsou pak 

L=X+rcse, y=y+resB a Z=% | ғ cosy 
dále z, =% +r cose, W =y‘+r,cosB, a 2=2,'+7r,cosy,. 

Známe-li 7 a z, známe pak vše. Abychom tyto vyhledali, 
jmenujme úhly, jež nejkratší vzdálenost N N, = » 5 osami sou- 
řadnic tvoří А, и a v. Pak mame 

түла -+neosh, uzy-+necosu a z, = z+ "nes 
čili dy! + тү 608 G = Ty +neosa+rcosa dále 

L ү Wo +r cos B, = W п сози + reo a 
2,“ + т, cosy,= z, + п сов v +r cosy. 


ж) Jiný důkaz viz ve spisovatelově: Стереометрия pag. 71. 
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Nyní musíme říci, že NWN, jest nejkratší vzdáleností, to jest, 
že přímka NN, na P a П kolmo stojí, čili (A, u, v) | (с, B, 7) 
а (Auv) | (а B. 7), což znamená 


cos & cos A + cos В cos ш + соз у cosv = a 
cos а, cos À + cos B, соз ш + cosy, cosv = 0 
konečně cos* A + cos* u + соз? у = 1 
COS А : cos ш: cos y = (cos В cos у, — cos y cos B,): 
(сов у cosa, — cos с COs yi): 
(cos с cos В, — cos В cos с) 
Položme 0 cos A = соз В cos у, — cos у cos В, 
о COS ш = соз у cos a, — COS у, COS « 
0 cos V = сов а сов В, — cos В сов а). 
Nyní jedná se о tuto veličinu о. Protož umocnime tyto 
rovnice a sečteme je, čímž obdržíme 
0* = cos? а + cos? В + cos? у — (cos? а cos? a, + cos? В cos? В, 
+ cos? у cos? у, + 2 cos а cos a, cos B cos B, + 2 cosa cos a. 
cos у cos y, + 2 cos B cos В, cosy cosy,) = 1 — cos? p = sin? p, 
tudiz 0- sin p, 


: cos В cos у, — cos у cos В, 
a nasledovné cos A — £088 08 1 — созу cos Bi, 


Sin Ф 
Р сов у COS «| — COS у, COS « 
dale cos u = у i у, 
sin p 
cos « cos В, — cos а, cos 
а соуш соз & сов В, — сов а, с В 4 
sin p 


Tyto hodnoty vložíme do Z а dostaneme 3 rovnice se třemi 
neznámými ғ, 7, a m. Vzdálenosti т a 7, netřeba počítati, 
neboť potřebujeme jen », které stanovíme v projekci násle- 
dovně. Е 

Spojme MM, а nejkratší vzdálenost n zvolme za osu, 
načež jest průmět MM, = NN, =n, místo MM, vezmeme 
složky. Průmět lomené čáry zo — 2%, Y% — Y, %/— z rovná 
se » čili 


(%- %) cos A + (W — Yo) сови + (z! — 8) cos v = n 
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neboli (ғ — 1) (cos B cos у, — cos y cos By) + 
sin p 
at (Uo — Yo) (сов y eos а) — COS y, COS а) + 
sin Фф 
(25 — д) (cos а cos В, — cos а, cos В) 
sin Фф 
čili |2-- 24, соз, Cosa, 
n= sin Ya — Уо, (08 В, cos В, 
? Zo — Zas COSY, COSPI 


Mysleme si ale přímku P vedenou bodem M, (z, % 24) 
a vzdálenost MM, budiž a, pak vedme přímku П bodem 
M, = (z,! yq' а) a jmenujme M, М, = d; bude 


To — т = Yo -- Ye га ғ, — 2а =a 
eos @ cos В eos y 
a ty‘ = 2%” © ы Yo" = Ya“ = ғ. ре” £a’ = d 
COS б, cos 3, COS y, : 
kteréž hodnoty v hořejší vřaděny nás vedou ku 
1 X" — 2) To — Tg, Ly! т z. | 
4 4 4 
Fan x= EE V: — % — $ 7 — W 
a d sin p Yo Yos Yo Ye, o 5 
| g, — Zo, Zo — Fa; m — 2 
neboli X — 20. Xe, A = 
айп віп Фф = | Ya —W Ya — Wa WA | =0V 
| 2, 7-7, Z, — Fa, Bi’ = 2; 


jakož bylo dokázati. 

Jak svrchu řečeno bylo, uveřejnil prof. Dr. G. Blažek po- 
prve tento postup řešení, ač mimo něho o úloze té i Dr. Gru- 
nert za zvláštní polohy soustavy souřadnic pojednává. 


$ 12. © kouli do čtyrstěnu vepsané. 


Mysleme si, že bychom uvnitř čtyrstěnu volili si libovolně 
bod S a bod ten určili vzdálenostmi dy, dı, dz, d, od stěn 
Ле, Qi, As A Аз. Spojíme-li střed S s vrcholy tetraedru 
ABCD, rozdělíme tím celý čtyrstěn ve čtyři menší, jejichž 
obsahy lze dle prvního základního vzorce stanoviti a kteréž jsou 
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улту ЛЧ. u ER /N ha Wore Ave а E Aad, 
tak Ze cely obsah 
pot Sera. =5b ГИЗО 
перо dosazenim hodnot ‘as: 
Ў= [A de +A d + Deh $A; 41 = [FA AK... 
Pakli by byl bod S tak volen, že by dą = d, = d, = d; =r, 


byl by obsah 
= Tt АТ ást Aah 


ale poněvadž A, + А + A2 + A3 = P t.j. povrchu čtyrstěnu, 


bude AD ara © olo E po (S) 
r=3 

a vzorec předcházející r = т DA ee 2-2 (58) 
PeO 


Vidíme tedy, že lze obsah čtyrstěnu poloměrem koule ve- 
psané a stěnami jeho vyjádřiti. Prodloužíme-li stěny přes vr- 
choly a nazveme-li 7, fi, 7%, 7, poloměry koulí, které čtyr- 
stěnu se dotýkají, obdržíme pro obsah 


V="[A, + Ast А ДА» + Аз+ Аа — A, j=l 
u x; ‚ (140) 
[A  +AI+ As A] [Ano tA, + A: = Axl, 
3 3 | 


poněvadž v případu prvním koule všech stěn se ve vnitř, stěny A, 
ale zevně se dotýká ; rovněž platí i pro ostatní koule. 

Mimo pět těchto koulí, jež se stěn čtyrstěnu buď zevně buď 
uvnitř dotýkají, možno určiti ještě tři, které v oněch prostorech 
leží, jež povstanou na protilehlých hranách rozšířením stěn a 
jsou-li poloměry těchto koulí 0,, 0: а өз, jest 


V=$1- ZZ л+л А, EA — Dots] | 

š laan 
o ( 

= zl- Ant Art A: Aa] | 


Abychom dokázali větu svrchu dotčenou, t. j. 


y= [Ar + А»+ А, — Ao] 
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sestrojme S, (viz obrazec 18.) tak, aby 
MA=NS = 0S = P5 =b 
Spojme vrchol S, s body А, C, N, В, D, O a P; tím obdr- 
žíme jehlance 
S B.C N= Ji SiC p N= S CDOS ISBD p= J, 
a pro kratkost jmenujme 
б, БОЛ =, БЕРБ у SOCP}. 

Pak jest: 5, ABNC+S, ABPD+S, ACOD=V+J4), +3 +з, 
jelikož však S ABNC=S,ABC+S,NBCH3 A 4 3 

а SABPD=SABD+ SPBD=3 A, r +P. 
dále SABOD=S ACD+S8SO0CD=1 лут + Ja, 


následovně součet 


la gt F ^з] +) + j + Js = V+ J+), + je + js 


čili ve p= 3 [A+ A, + Аз] 
a jelikož Jae 
tudíš V= гд, a = 


což bylo hledati. 

Totéž dalo by se o všech ostatních poloměrech dokázati. 
Tyto rovnice mohli bychom buď hranami neb jinými částkami 
čtyrstěnu vyjádřiti, užijíce vzorců, určujících plochu trojúhelníka. 


§ 13. Ө kouli hran étyrsténu se dotýkající. 


Jsou tetraedry, do nichž lze koule vepsati, kteréž se dotý- 
kají veškerých hran jejich. Takové čtyrstěny nazval Junghann 
v pojednání svém: „Eigenschaften der Tetraeder“ čtyrstěny 
tečen (Tangententetraeder). 

Ale každý čtyrstěn není čtyrstěnem tečen. Má-li takým býti, 
nutno, aby se součty protilehlých hran rovnaly. Tato podmínka 
zní tedy, užijeme-li téhož označení jako v $ 1., 
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a+d=b+e=e4+f. 
Nebot mysleme si kouli, kteráZ se 
hrany AC = b v bodu E viz (obrz. 19.), 
n A B =e n G, 
"HU = a M 
„ AL Мр 
» B =e n H, 
a » СЕ М K 
dotyka, pak vime, Ze 
AB=AI=AG=m, 
CE CH= (икен 
a DDS Ка q 
konečně BH= B еВ (етер, 
ponévadz jsou to tangenty s bodü А, В, C a D па kouli ve- 
dené a tudíž sobě rovny. Seéteme-li rovnice tyto, obdržíme: 


AE+EC+ DH+ HB=AJ+JD+4 BFE+ РС= 
AG+GB+CK+ KD 
nebo, zavedeme-li hodnoty, 
a +-d=b+e=c+f. 

Tuto podmínku uvádí Crelle na stránce 118. ve „Samm- 
lung mathematischer Aufsátze und Bemerkungen“, ale způsobem 
složitějším. 

Abychom obsah tohoto čtyrstěnu tečen stanovili, přihlížejme 
ku průřezu SM F'N (obr. 20.), jenž povstane, vedeme-li středem 
S rovinu kolmou ku hraně CB. Řez tento jest čtyrůhelník, 
v němž úhly pri M a N jsou pravými a délky FM a FN 
nejsou než poloměry kruhů stěn A a A,. Geometrie vyjadřuje 
úhlopříčnu čtyrůhelníka jmenovaného rovnicí: 


0° sin? a = р? + pi? — 2 p pi cosa, 
jsou-li © poloměr koule hran se dotýkající, p a p, poloměry 
vepsaných kruhů stěnám A a A,. Stěna A tvořená jest hra- 
nami а, 6, c, druhá pak přímkami а, е, f a protož 
2 Z 2A, 
atbte ate+tf 


p= a p= 
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Avšak stereometrie nás učí, že v trojbokém rovnoběžno- 
stěnu, jehož stěny P, P, a P, a těmito stěnami uzavřené úhly 
a, В, y jsou, jest P? = Pe + P,* — 2 РР, cosa. 

Mysleme si čtyrstěn náš па hranol doplněn a pozorujme 
stěnu vytvořenou hranami a i d, jejíž obsah jest ad sin (a, d). 
Dle uvedené poučky bude, ano P=2A, а P=2A,, 


a? d? sin? (a, а) = 4 A*+4A,*7*—8 A A, cosa. 
Z této rovnice mame 
4A*+4 A, — а? d° sin? (a, а) 
SAA, 


- рох A Ay sin а І 3 3Va 
a jelikož ЁУ=1 ae 3 tudiž sina, = SAA) 


cos w, = 


což do hořejšího vzorce vloženo nas vede ku 
9И:%а%0 4A? ад? 4082440, *—a*d*sin*(ad)*) 
4A7A,? (at+b+e)* (atetf)? (a+b+e)(at+et+f) 
Z rovnice 29. následuje, že 

16 A*=(at+b+c)(—a+b+c)(a—b+ с) (а + %— с); 
jelikož pak ze sítě étyrsténu (viz obrazec 21.) lze vyčísti 
CF=a—BF=a—(e—-AB)=a+b—c—CE čili 2CF=a+b—e, 
neboli DOC 
rovněž 2m= —a+ + de 

' а 2p=a-—b+c 

následovně 2 (m + w + p) = a + b + с, 


proto 16A*=2(m+n+p).2m.2n.2p=16(m+n+p)mnp, 


jelikoz n+p=a, 

bude At=(a+m)mnp a A,=(a+q)npq. 

Tím obdržíme a? d? sin (ad) 
Чо л а Ait s 4 
ATAT (atm) (atd) (a + т) (a + 9) 


ж) Měli bychom souhlasně в $ 1. psáti о” místo о, ale k vůli možným 
omylům píšem prostě о. 
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a zjednodušením nabudeme: 
а 27740; з 
iy S02 (ad) — пр (q — т)?. 


V $ 11. v rovnici 132. jsme ukázali, že 
с? + he ЕЕ 52 M ез 
2ad ; 
tudíž pro tečný čtyrstěn, kde ¿+ ¿= +f, obdržíme přičtouce 
a odečtouce veličiny 2cf a 2be, 
„ be— cf 
cos (a, d) = ad F% 


(ad + cf — be) (ad + be— ef) 


cos (a, d) = 


následovně зім? (а, d) = 


а? d* 4 
Jelikož pak a=n+p, b=m+n а c=m+p 
dale d=m+q, e=p+4 а f=n+y 
tudiž ad=nm+mp+nq+pq | 


be=mp+np+mq+nqg ү načež 
сѓ= тп + пр + тӯ рд | 
ad+ cf— be = 2 (тп + pa) 
a konečně ad + бе – cf = 2 (mp + na), 
následovně а? 2° sin? (a, d) = 4 (mn + pq) (mp + na) 
а ja*ď*sin*(a,d)= m°np + т?р? + mn*q + про? 
a odečtením wp(g —m)*=m*np+2mnpq+npq*, 


najdeme 
9 Vato? < : Р = S 4% . 
fame "IO tnp +n") = ngop н)" = ва 
čili оу? о% = 4 т?л?р? д? 
z toho plyne tedy obsah čtyrstěnu tečen 
2mnpq 
Баста 22.22. 40102 
8%” (142) 


kdež m, n, p a q představují délky tangent s vrcholů А, B, С 
a D na kouli vedených, při čemž sluší podotknouti, že dva a dva 
zmíněných vrcholů na téže jediné přímce leží a čtyrstěn vytvořují. 
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Místo těchto úseků hran můžeme zavésti celé hrany. K tomu 
třeba připomenouti si, že 
2m= (d+c—e), 2n=(b+f—d), 2p=(a+c—b) a 2q=(f+e— a). 
Tím obdržíme obsah 
SAO ee ааа (a+c—)) (f+e—a) 


čili у= s Cete b) (6+ f—d)(e+d—e)(e+f—a). (143) 


ae ат 
Nehledě k poloměru о této koule můžeme obsah čtyrstěnu vyjádřiti 
délkami m, n, pa q takto: Víme že 36 V2— d? e? f? . P? 


čili jl соз Со COS bo 
86 V? = d? е2 0? | cos сь i COS Go 
| cosby cos ay 1 


nebo, násobíme-li každý řádek (— 1), tedy celý determinant (— 1)?, obdržíme 


==. — соз Co, — cos b, 
86 V2 — d? ẹ? f3. | — cos co, —1, — COS Go |. 
| — cos bo, — 6080, — 1 | 


Proménime-li tento determinant ve čtvrtý stupeň a přičteme-li první 
sloupec ku všem ostatním, shledáme, že 


р 1, 1, 1 
1 0 1 — cos с, 1-- соз b, 

к жаз сү 1 , o 9 5 
967" Фер, 1, 1 — соя с, 0, 1— cosa, |? 
| 1, 1--соз, 1--сов ap, 0 | 


4* + ез — e _ (m+-g)-+(p+q?—(m-+p)* 


ale poněvadž cos ca = 


2de 2de 
2de—ámp | 2mp 
2de а.” 
Rovnëz cos be = 1 — яйға a konečně cosa) = 1 — зр: 
df ef 


kteréž rovnice dávají 
2np Imn 2mp 
PT i 1 — cos by = af а 1— 6086 = ir: 
Vložíme-li hodnoty tyto do hořejší rovnice 

(2 а: 1, 1 


1 — cos а, = 


1, 0, 


de’ df 
36 Уз--- да). 1 2тр 0 2пр 
» “de з ? ef 

1 2mn 2тр 

, ағ” ef M 
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a zjednodusenim obdrzime 


L „A е, f 
ues d, 0, 2тр, 2mn 
86 01 9 mp, 0, 2np 


f. 2тп, 2np, 0 


bychom odstranili ještě číslo dvě, které v mnohých prvcích se objevuje, 
znásobíme první řádek dvěma a dělíme poslední tři sloupce dvěma, čímž 


nabudeme: 
2 d е, f 
т = а, 0, тр, mn 
е тр. 0, пр 
1 mn, пр, 0 
nebo 5 d е f 
z. mop в || 
2 z... GA) 
= 19 1, I 
9 V:= — т?п? p? "3 
е 
5, 1, 0, 1 
р 
ia 1 1, 0 


§ 14. 0 kouli čtyrstěnu opsané. 


V každém čtyrstěnu dá se vyhledati bod S, jenž má tu 
vlastnost, že jest stejně vzdálen od vrcholů jeho. Tento bod 
jest středem koule, kteráž vrcholy čtyrstěnu prochází, on jest 
středem koule tetraedru opsané. I pomocí poloměru této 
koule, jejž písmenem R označovati budeme, a hran čtyrstěnu 
lze obsah často jmenovaného našeho tělesa vypočítati. Jest opět, 
jako v předešlých $$, mnoho method úlohu tu řešících. 

První řešení podal Carnot, po něm Crelle, Junghann, 
Dostar a Salmon, pokud mi známo. Obtížnou cestu ku vy- 
hledání poloměru opsané koule použil Carnot; postup řešení 
úplně stereometrický provedl Crelle; pomocí polární krychle vy- 
vozuje veličinu tu Junghann a elegantní řešení podává Salmon 
a Dostar. 

Spojíme-li bod S s vrcholy čtyrstěnu, rozdělíme jej tím na 
čtyři jiné tetraedry: %, č, t a А, kteréž jsou vesměs přímými, 
poněvadž AS= BS= С8 = DS. Pro takový čtyrstěn určili 
jsme v rovnici (90. a 91.) obsah a dle těch obdržíme: 


Ant. Šourek. O tetraedru. 7 
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1441,2 = А? (2 ate? + 2 ath? + 2 bet — at — bš — et) — а b* с? 
= (К° — 9"), dále 

144 7,2 = R? (2 ate? + 2 а? 2 202 f? — at — et — ft) — ах ex fx 
= A, (R° — o, *), 

144%,% = R°? (2 b*d* + 2b*f* 4+ 2 азр — bA — а — р) — ьа 
= A+? (Е? — ө,)), 

144 t? = R? (2 с d? + 2 се? + 2 е — ct — dš — e*) — с" d* с? 
= Á? (R? — о,%), 

kteréž do rovnice V=t,+¢,+%.+¢, dosazeny, vedou buď ku 


ЖАРЫҒЫ Уел. VB Л, V R° о) 


-ËA YT = өй, | 145) 

anebo ро pracné redukci přicházíme ku 

576 ЕЗУ? = 2 a* c? d? fs + 2b? ct et fs + 2 а d* et | : 
—atd* — btet— e* fi \ (146) 

a transformací pravé strany 

576 R? ? = atd? (— a? d? + b* e? + ер?) + Ьез (а?а? | * 
— Ве 4 eft + et Р (а? d?+b% e%— ср?) | (147) 

nebo seřaděním 

576 R? V* = (ad+be+cf) (—ad+be+cf) (ad—be+ cf) | (148) 
(ad+be—cf) 

a pro (ad +be+cf)=28, 

bude 576 R? V? = 2 5.2 (S — ad).2 (S — be).2(S— cf) 

čili 36 А? V?=S.(S — ad) (S — be) (S— ef) 


nebo konečně 6RV=VS.(S—ad)(S—be)(S—cf) (149) 


a porovnávajíce vzorec tento se známou rovnicí obsah trojúhel- 
піка vyjadřující, můžeme tvrditi, že Sesteronasobny sou- 
čin obsahu čtyrstěnu a poloměru opsané koule rovná 
se ploskému obsahu trojúhelníka, kterýž má za 
strany součiny protilehlých hran čtyrstěnu. 

Postup řešení právě tuto naznačeného jest velmi obtížný. 
Lehčeji a pěkněji řeší úkol ten Dr. Dostar; methoda jeho záleží 
asi v následujícím : 
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жең P 


Mysleme si bod S, určený souřadnicemi xyz v systému sou- 
řadnic, jehož počátkem vrchol D a jehož osami jsou hrany 
DA, DB a DC. Nazýváme-li úhly, jež tyto osy spolu tvoří 
G, b) © а jsou-li úhly о, B, y, jenž poloměr R obepsané 
koule s osami souřadnic činí, obdržíme, promítáme-li přímku DO 
(viz obrazec 22.) a lomenou čáru OM PD buď na DO neb na 
osy coordinatní, rovnice: 


ж cos « + у cos B+ 2 созу = R 
æ + Y COS Co + Z coš b, = R cos a 
Z C08 с + Y + 2 cos a, = R cos B 
x cosh, + у cos a, + 8 = К сов y. 
Z toho jde, že mezi neznámými z, у, = stává rovnice 


1, cosa, cosp, cosy | 


сов «, 1, COS Cy, COS dy 
cos В, соз сұ, 1, eos a, 
| COSY, сов у. сова), 1 


Násobíme-li první řádek a sloupec veličinou 2 R а tvo- 
říme-li orthogonálné průměty poloměru R na hranách d, е, f, 
z nichž odvoditi Ize 


“4. = Rese, қ = К cos В, f = Вову, 


2 ry 
obdržíme pro tutéž rovnici tvar 
|4 ЕЗ, а, е, f 
d, l; COS Cos cos б, 
6, C08 Cj; ү; сов а, 
f, сов ba, сояа,, p 


z něhož lehce nabudeme 


0, d, е, f 
åR? ps— — d, сов Co, COS by 
é, COS Cas 1, COS а, 
If, соз, cosa, } | 


rozložíme-li předešlý determinant a upotřebíme-li označení 
7* 
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= 


1, COS С, COS by | 
P? = | cos с. 1, соз а, 
| cos by, сова), 1 


Násobením posledních tří sloupců předešlého determinantu 
в 2d, 2e, 2f a posledních tří řádků s а, е, f a dělením 
prvního s $ d, e, f obdržíme, zasadíme-li ještě 

2decose, = 4% + е — с, 2 ає cosb, = а + f* — bt 


а 2fecosa,=e*+f?—a’*, 


rovnici 0, ds, e?, f? | 
рапава |T 20, adesa, заў, 
е“, 2 а е cos Со» 2 е”, 9 ef COS а, 
|f% 2dfcosh,, 2ef cos ay, 2 s 
0, 45, А fz | 
+ 14%; 94%, d*+e%—c*, d*+f*—b? 
~ |е, d+et—c?, 2 е“, e*+f*— ass 


Га d?+f2—b?, efa, Qf? 
a počínáme-li si s tímto determinantem podobně, jak jsme to 
v $ 8. ukázali, a násobíme-li vedle toho všechny řádky (— 1), 
obdržíme vzorec: о а е f» 


d о c db? 


576 R: Уз = 150) 


ГЫ. > 
f* 0? a 0 
píšeme-li азер P* = 86 ИЗ. 


§ 15. O étyrsténu pravidelném. 


Ač při pojednání tomto jsme se vždy o tak zvaných zvlášt- 
ních tetraedrech zmiňovali, nebude nemístno, když tuto zvlášť 
o čtyrstěnu pravidelném pojednáme. 

Čtyrstěn pravidelný jest, jak známo, těleso omezené čtyrmi 
rovnostrannými trojúhelníky, jejichž obsah určiti možno vzorem 


*) Viz též Dra. R. Baltzera: Theorie und Anwendung der Determinanten, 
pag. 209. 
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77 8, označíme-li stranu téhož písmenem а. V rovnici 92. vy- 


vinuli jsme vzorec pro obsah jeho, totiž 
а? — 
r=— У2. 
, 12 
Veličinu a můžeme však buď poloměrem vepsané, neb opsané, 
anebo konečně takové koule vyjádřiti, kteráž veškerých bran čtyr- 
stěnu se dotýká. 


Ku stanovení hrany a, vyjádřené poloměrem koule, kteráž 
leží kolem pravidelného mnohostěnu vůbec a čtyrstěnu zvlášť, 
potřebujeme pouze obrazec 23. pozorovati. Představuj nam К 
onu kouli, kteráž jest ¢tyrsténu A BCD opsána. Ku dalšímu 
provedení veďme DE | ABC, tím obdržíme Æ, jež jest stře- 
dem kružnice základně ABC opsané. Prodloužíme-li DE až 
do bodu F na ploše kulové, bude DF průměrem koule a jeho 
střed O jest středem koule, tudiž i čtyrstěnu. V pravoúhelném 
trojúhelníku DAF je pak 


DF:AD=AD:DE 


čili 2R:a=a:Va*— р? 
3 

a odtud Rae > 

PETES = 0ч 


Poněvadž pro poloměr р kružnice opsané základně platí 
abe _ abe 

4A  Vatěra(—a+b+9(a-d+9(a+b—9 
а uvážíme-li, že a= b= e, 


= 


V3 V6 
bude tudíž p= & © protož R= ont aztoho a= sR 
3 4 V6 
a na zakladé toho 
HR Rs VIZ = 
Ps whe. zi == #0. КҮЗ. . . (151). 
Із 6 У% 7% б $; (151) 


Velmi lehce 1ле polomér + Коше vepsané stanoviti. Vime 
totiž, že 
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r?= К° — pa, 
| \ 
jelikoz pak R= ЛИНЕ эЛ 
4 8 
6a* а: а: 
q — аа учады 
Dude = jed. 
a z toho a=2rV6, 
ү? = 
tím nabude V tvaru У = a -8,2У9.. Ш. . (1592). 


Z úvah o poloměrech koulí opsaných a vepsaných, možno 
stanoviti i poloměr koule hran čtyrstěnu se dotykajicich. 


Poloměr tento lze přímo z pojednání v § 13. odvoditi, ale 
též i takto lze jej stanoviti. Z obrazce 23. vysvítá 


0 = r° + p°, 
jelikož р, jsouc poloměrem kruhu stěně vepsaného, rovná se 
aV3 а? a“ ЭШ За" аз 
—— $ = L= = = —- = — 
5 a poněvadž т az bude о 94 + 36 24 8 


z toho obráceně at= 80% a a=20V2, 
jež ve vzorec pro krychlový obsah zasazeny, dávají 
= tot... E. . (159) 


Mluvíme tuto stále о čtyrstěnu pravidelném а o takovém 
pak platí tato stereometrická poučka: 


„Krychlový obsah tělesa pravidelného rovná se třetině sou- 
činu z jeho povrchu a poloměru vepsané Коше.“ Neboť polo- 
žíme-li středem pravidelného tělesa a veškerými jeho hranami 
roviny, rozpadne se těleso v » přímých a shodných jehlanců, 
2 nichž každému jest podstavou jedna stěna s tělesa a výškou 
poloměr vepsané mu koule. Jest tedy obsah pravidelného mnoho- 
stěnu М=». jehlancům. 


Poněvadž jehlanec vyjadřuje se třetinou základu a výšky, 


zde tedy s ғ proto M=ns = 
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Ме ns dává povrch P’, tedy obsah pravidelného mnohosténu 


M= P'.— 
následovně náš čtyrstěn 
r 
CS, . m0 
1 5 (154) 


Ale povrch pravidelného čtyrstěnu skládá se ze čtyr rovno- 
stranných trojúhelníků, tedy celý povrch 


„үз = 
Жа 
a tudíž КУЗ 52... 


Rovnici tuto můžeme ale psáti ještě takto 
V=1a.a.rV3 
a poněvadž а-а, a G= \ 
tim nabudeme památného vzorce 
PoE.. 2722-3-05 (е 


jenž vyjadřuje větu: „Krychlový obsah pravidelného 
čtyrstěnu rovná se $ součinu z poloměru opsané, 
vepsané i hran se dotýkající koule.“ 


$ 16. Přehled vzorců. 


U konce našeho pojednání stůjtež ještě vzorce pro krychlový 
obsah čtyrstěnu. Především mějme zření ku 


a) čtyrstěnu vůbec. 


Pro tento platí vzorce: 
V=3p.v 
4a? с? е? — et (a? 4-02 — 0%)? at (eta d? +e*)* | 
= kl/ —c*(a*+e*—f2)*+(at+c?—b%)(at+e%—f'%) ¢ (83) 
(c? — d? + ез) | 
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шеаса dt — b+ es — асар сар 
+a*b*e*+a* d*?c*+a*c?f? ахаа? азр? 


+ Bee be P+ bd аа? e+e dš f° (85) 
+ b* efe e2f*e2— a? beta efb 
= сха? e° 


оос аз d? + 0% е + c? f) + (b* + е?) 
= (a? d? — b? e? + ер?) + (et +f?) (а? а 0% езү (86) 
— ef) —a*b*c? aef? bd f*— es d * e 
‘a? d° (— а + b° +c? — а + е f°) + b° e° 
arty аё —b? + ¢? 4 4% — e* +f?) +c? f* (a? +b?—c? (87) 
7:19 + d° +.e% —.f2) -аз с — аер? — b° d° f° 
=e qe ; 
neboli ПОР аа а УТ ЕНЕ АА 80) 
2 a7, а 4+ с? — 0°, а? е? – | 
288 V? = | а? + с? —Ъ°, 9 c, c?— dž + e*| . . (84) 
[а + е – Р, c?—d*+e?, 2 е". 
е еа ТРЕ ПО | 
О о СУЕ 
а ОРО get ое s. т (94) 
156%; (Ad оре 
|1, е, Г, ақ 0 
Dale 


V =! def V 1 —cos*ay — cos*b, — созсо + 208A, COsb, cosa, (95) 


кн | (96) 
(97) 
АНАР АРТТЫ бе АУЛ Сс k DSE (98) 
(15 COS Cy, cos by 
36:72 = 476377! сов со, 13208008: (99) 
cos by, COS Qo, 1 
d?, decos сь, df cos by | 
= | de eos с, ез, ef cos ay (100) 
df cosby, ef cos а), з 
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ЕЕ 


=1bdf үн = Í ғаз, 
2 


P; 


N 
11 
-- 
a 
e 
is} 
№ 
Мы 
a 
Ш 
col 


ү | TT / | ao 


+2V (d*e*—4A,9)(d*f*—4A%) eA’) 
sin a 


= def sin = V 1—cos*a—cos®B —cos®y —2cos « cos B cosy 


Ш 


1 def M \ 1 — cosa — cos®B — соз%у — 2 сова cos В cos y 


= }defM | tios tE 17 


(106) 


=14ерМ\ — cos 6 cos (6 — а) cos (6 — В) cos (6 — y) | 
ТЛ ЛИТ КТК a ee (107) 


Ж — A z 8. ХЕ) 
=i T Vamnn=i n: V пп, 
ООН оа ЕЕЕ е (109) 
ЕЛ 
V О sad eae ak (110) 
OL Ea LN 12 
ЧЫЛ aaa и, a aS (111) 
— 1 (a+b+e)(—a+b+e) (a—b+c)(a+b—c) 
Daki a cotg a + b cotg B, + c cot 
9 9 g В. 47 (112) 
— 2 Ag 
~ 3a cotg a, + b cotg В, + с cotg y, 
З оу? iy 9,2 
=4 9* sin? a, sin? by Sin? с; | (113) 


sin a, cotg x, + sin b, cotg B, + sin es cotg у, \ 


2 
3 о (sin a, coty о) + sin b, cotg B, + sin сз cotg y,) \ 
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ү 2AA sine, _ 2A A,.sinB, = 2A A;siny, 
К, 8а Ж 3b Бо ae 
stah өті: 0 Whe ode Ce he. 3 
=) def sina; дет? 6. о SR el, 


MSN а зш (алта лт. 


= V A,A, Ay T=3V AA AT, | 
=з V AAs, Sq AAA 5 


== 3 Үл. Л Лз. Ў 1 — созо — cos28 — cos2y — 2 cosa соз cosy 


(CTA PLATA t 13-22, Ds cosp | 
— 2 A, A2 cosy +2 As As cos (В — у)] 


= 
EV ON ТА єл. дд, д2 д, А соз B 
— 2 A, As cosy + 2 As A; cos (B + 7)]) 
cosh, cos, cosy | 
Sa defied: cosy, COs %4 с. 
| COS 25, COS ús, COS 7; 
x% а | 
ызы РУЛАС poten У ete he hen hoo Во wie orgs ts 


| La, Ye, ba 
Dy ey Yi A) a, — 2| 
22-2, 474 “4-27 
|4,-2, Yy—Y, 2-2 


ki 
= 


Ve rv tk R 
1 1, а, Yis А 
А 1, Xe, Yz, 2 
|l, 23, Ys, 4% 


е ГЕЧЕ түс ГЕ 


пеһо z [р (22 — 4) + Y2 (23 — 4) + Уз (4 — 2%)! 
+ la (zs — 23) + 4 (zs — £2) +23 (ж —2%)] 
= 34 + [ж (Yo — Ys) + Xe (уз — Y) +z, (у — %)] 
— [а Yo #3 — Уз 22) + 4» (Уз A — Yı 23) 
+ 2, (у, 22 — Уз 2,)] 
A AE ыш 
“4 (а, bs сз) (а bs C4) (аз b, е) (G, b, cz) 
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ов ау (е Т Се 


4, Senne нае Oe) сез”? 


Гасир т И ООА Sa) 
= аа — (+ f= hn e) eae eee (133) 
2n8 
ey “з sis S l КОТ aay ee (135) 
т-8 
= 2% а ПМК oj) SPG S МИЫ (136) 
r=8 
=+ ХА, MASER ДҮ, Ж МӨЛ соТ асы (187) 
n=3 
== нады SN ЫС КЕНЕ (139) 
n=0 


А А АДЕ ААА A= 


; (140) 
[A +A, + А3 — Аа1= А+ А, + Az - As], 
=M- AtA Аад] А-А — A+A: 
(141) 
=@[— A+A +A- A] 
2mnpq 
= ы chats, aot atta PR NCL т. уд. A 142 
= (142) 
1 
-а6%6-904/-Фс-4-де-/-д (143) 
2, а, е, f | 
= 4, 0, тр, mn 
97° = — +7? іс” о. ЛУ (144) 
|, mn, np, 0 
Е Р rk 63 2. МІ 5. (145) 
ee ары Аы ae | 146 
— а di — be — ci ft ( ) 
= atd?(—atd*+b%e? +02 f2)+b%? (a*d*— (мт) 


bret + сї?) + cè f° (at d + bt es — ару) 
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576 R? V=(ad+ be+cf)(—ad+be+cf)(ad— 


be+ ef)(ad + be — ef) а. 
6VR= VS(S—ad)(S—be)(S—cf) ..... (149) 

Ше, a 

Sal оо в 5 

ОА" Se 2 N . . (150) 

[Р 50? ar 04) 

Dále vyjádřeme: 
b) Čtyrstěny zvláštní. 
«) Čtyrstěn pravidelný. 

Pro tento jsme ukázali, že 
ra 75 a? V. E аш г vy E зге: ж (92) 
EE ЛҮ ЛАЙ КЫ д ы сс ч Pay ao а aP u a (151) 
== жЕ» а с-сы Md олы салы жаздан (152) 
MONT lg сост сала 35 . (158) 
= =P КЕ ТЕ ТАО 272 (154) 
а ЦЕО о ЕЧ ИА (155) 
АО а А do o . (156) 


B) Čtyrstěn přímý, 
kde jsou hrany d=e=f. 


144 V? = d?(2a%e?4+2a%?+2b%?—at—b4—c4)—arb%c?. (90) 


У-іІЛУАЗ-өз алы А тет re Al (91) 
pen! cost, OS 6, | 4 
= 20" | o 21 COS Ay (101) 
cos by - сова, 1 


=їд®р= ИТ 

COSA, cos, cosy | 
COS Ài, COSU, cosy, 
COS Аъ, COS tlg, COS 7) |. 


Linas 
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7) Čtyrstěn kolmohranný, 
v němž protější hrany úhel pravý vytvořují, tudíž 
Ф-90 а зінф = 1. 


=! сйн. 


©) Čtyrstěn rovnohranný, 


v němž protilehlé hrany sobě rovny jsou, t.j. a=d, b=e 
б: 


„= 2a*(— at + bš + c) + 26% (at — b + с) + 
кырк; 2 c? (а% + BY — ct) — 4 а? b? c? (93) 
аа с) 00а с) Б 


12 V 20 (а + b — ст) — 4а b° е", 
l aè n sin Ф. 


e) Ctyrstén pravoúhlý, 

kdež úhly hranové а, = 0 = e, = 90. 
Viel ӨР 22.20. „= oh (Їй?) 
pe re са сына Ору; 


Tu pak jest: 
Poznámka: Čísla jdoucí po vzorcích, ukazují místo jejich v po- 


jednání. 


—E— 
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Doplňky a opravy. 


. řádek 18. shora místo čtyry čti čtyři. 
. Vojtěcha Girarda: „Nouvelle invention en Algébre“ (1629). 
. řádek 15. shora místo tetraèdre piš tétraédre. 


» 17. , vjmenovateli místo na piš n°. 


pr=3 rn=3 
SL 90 V=3 ZA- piš V= > Z An. 
r=0 “n=0 


. K $ 15. sluší podotknouti, že poloměr koule pravidelnému čtyrstěnu 


vepsané a opsané určil Euklid v knize XIII. 13. 
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